
A keresett gömb G középpontja az AC alapátló S felez® mer®leges síkjában van, ami másképpen a BD átlón

átmen® függ®leges sík. Ez a sík mer®leges a ko
ka fed®lapjának V síkjára, ezért V és a gömb T érintkezési pontja rajta

van a két sík metszésvonalán, ami a fed®lapon a BD-vel párhuzamos és egyirányú FH átló egyenese. Mondhatjuk

eszerint, hogy a gömb érinti az FH egyenest. G alatta van V -nek (FH-nak), hiszen a gömbfelület A pontja alatta van

V -nek (ld. az ábrát).

Jelölésünk szerint a gömb az FB élegyenest érinti egy U pontban. És mivel FB is az S-ben van, azért az S-ben az

FH egyenest T -ben és az FB félegyenest U -ban érint® kör a gömbnek f®köre. Ez egyszersmind a gömbnek S-en lev®

mer®leges vetülete, emiatt bels® pontként tartalmazza A-nak és C-nek S-re való vetületét; ezek egybeesnek egymással

és a BD átló K felez®pontjával. Emiatt G az S-nek 
sak a D-t tartalmazó BFH derékszög-tartományában lehet,

ennek f szögfelez®jén.

A gömb r sugarát a GT = GU = GA követelményb®l határozzuk meg. Legyen még K vetülete GU -ra L, így

GA2 = GL2 + LK2 +KA2, ahol
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mindkét gyök pozitív, megfelel: r1 = 0,751 (ez van az ábrán), r2 = 2,663.
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Megjegyzés. Alább egy olyan utat vázolunk a kérdés megválaszolására, amely a térbeli koordináta-geometria fo-

galmait, összefüggéseit, eljárásait használja fel. El®rebo
sátjuk, hogy az e�éle dolgozatokat � pontverseny-kiírásunk

szellemében � 
sak megoldásvázlatoknak tekinthetjük. Látni fogjuk, hogy ha 
sak némi magyarázatot f¶zünk a sík-

ból formálisan leutánzott lépésekhez, mindjárt terjedelmesebb a megoldás a fentinél, itt nem könnyít a koordináta-

geometria.

Helyezzük el a ko
kát a térbeli derékszög¶ koordináta-rendszerben úgy, hogy alaplapja 
sú
sainak koordinátái

A(0, 0, 0), B(1, 0, 0), C(1, 1, 0), D(0, 1, 0)

legyenek. Legyen másrészt a gömb G középpontja az (a, b, c) pont, sugara r. Így a gömb egyenlete

(x− a)
2
+ (y − b)

2
+ (z − c)

2
= r2,

ti. ezt elégítik ki a gömb minden felületi pontjának (x, y, z) koordinátái.
Mármost, mivel a gömb átmegy az A és a C ponton, azért teljesül

a2 + b2 + c2 = r2,(1)

(1− a)
2
+ (1− b)

2
+ c2 = r2.(2)
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A ko
ka B-n átmen® oldaléle párhuzamos a z tengellyel, az élegyenes minden pontjának els® két koordinátája

egyezik B els® két koordinátájával, a harmadik tetsz®leges: (1; , 0; z). Az élegyenes és a gömb U érintkezési pontjára

nézve a GU sugár mer®leges az élre, tehát párhuzamos az x, y tengelyek alkotta síkkal, így U harmadik koordinátája

c. Az U(1, 0, c) pont rajta van a gömbön, tehát

(3) (1− a)
2
+ b2 = r2.

A ko
ka fed®lapsíkjának egyenlete z = 1. A G középpont alatta van ennek, mert a gömb A és C pontjai alatta vannak

a fed®lapnak, így c < 1. A fed®lapsík és a gömb érintkezési pontját T -vel jelölve T koordinátái: (a, b, 1), hiszen GT

sugár mer®leges a fed®síkra, párhuzamos a z tengellyel. Így az el®jelre is helyesen

(4) GT = 1− c = r.

Mármost az (1) � (4) egyenletrendszerb®l úgy kapjuk a keresett r-et, hogy kiküszöböljük G koordinátáit. (4)-b®l

(5) c = 1− r.

(1)-b®l kivonva (2)-t, rendezés után

(6) a+ b = 1

(ez fejezi ki, hogy G benne van a B-n és D-n átmen®, a z-tengellyel párhuzamos síkban).

(1)-b®l (3)-at kivonva, majd (5)-öt helyettesítve, rendezés után

(7) a = r − r2

2
,

és így (6)-ból

(8) b = 1− r +
r2

2
.

Végül (7)-et, (8)-at és (5)-öt (1)-be helyettesítve rendezés után

r4 − 4r3 + 6r2 − 8r + 4 = 0.

A bal oldalt sikerül két négyzet különbségévé, és így szorzattá alakítani:
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Az els® tényez®t 0-vá téve az I. megoldás egyenletét és gyökeit kapjuk, a második tényez®b®l adódó egyenletnek

viszont nin
s valós gyöke, hiszen diszkriminánsa (2−
√
2)

2 − 8 < 0. � Ezzel a választ megadtuk.

A sugár ismeretében (7), (8) és (5) alapján a G középpont is megadható; r1-b®l: a1 = 0,469, b1 = 0,531, c1 = 0,249
és r2-b®l a2 = −0,886, b2 = 1,886, c2 = −1,663 (tulajdonképpen ezek a koordináták jelentenek segítséget a keresett

gömb helyzetének elképzeléséhez).

U koordinátáinak megállapításához ezt is mondhattuk volna: a B oldalél az x = 1 egyenlet¶ oldallapsík (az ábrán

hátul) metszésvonala az y = 0 egyenlet¶ (jobb) oldallapsíkkal.
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