Jeloljiik P elemeit 1 < ¢ < 7 mellett P;-vel, ekkor C' elemei egyrészt a P? négyzetszamok lesznek 1 < i < 7 mellett,
masrészt a P;P; alaku szorzatok 1 <4 < j < 7 mellett. A keresett felbontasok egy—egy részhalmazaba pontosan egy
négyzetszamnak kell keriilnie, hiszen két négyzetszamhoz, mondjuk P?-hez és PZ-hez C elemei kizott csak egy olyan
talalhato, amelyik egyikhez sem relativ prim, a P; P, szorzat. Emiatt a részhalmazok azonosithatéak a benniik levs
négyzetszamokkal.

Szemléletesebben le tudjuk irni a keresett felbontésokat, ha pontokkal abrazoljuk a P halmaz elemeit, és a C
halmaz P;P; alakt elemeinek a P;, P; pontokat 6sszekotd vonalakat (éleket) feleltetiink meg. Ezt a 21 vonalat kell
hét csoportba osztani tgy, hogy mindegyik csoport egy—egy ponthoz tartozzon. A feladat kitoltései szerint a P?-et
tartalmazo részhalmazba C-bdl legalabb két P;-vel oszthaté elemnek kell keriilnie. Ha ezek — mondjuk — a P P;, P; Py
szorzatok, ahol ¢, j, k kiilonboz&ek, akkor a negyedik elem vagy a P;Pj szorzat, vagy ez is oszthatd Pj-vel, hiszen
ennek is legalabb kettovel kell kdzos torzstényez6t tartalmaznia a masik harom elem koziil.
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A valasztott szemléltetésiinkben ez azt jelenti, hogy a P; ponthoz valasztandé harom él koziil kettének P;-bdl
kell indulnia, a harmadiknak pedig vagy ezek méasodik végpontjait kell 6sszekotnie, vagy annak is P;-bél kell indulnia.
Nevezziik az utobbi konfiguraciot viragnak és jeloljiik V-vel, az el6bbit pedig haromszognek és jeloljiik A-gel. Abrainkon
a virdgok éleit kozos csucsukbol kifelé mutatéd nyilakkal latjuk el, a haromszognél csak a P; csicsboél kiindulé éleket
irdnyitjuk, és a harmadik élt kett&s vonallal rajzoljuk meg, hogy fokozatosan épiilé konstrukcidinkban mindig tudjuk,
melyik él sorsarél dontéttiink mar és hogyan. Ugyancsak ennek érdekében a foglalt csucsokat fekete kor, a szabadokat



fehér kor fogja jellni. — A csticsok és a primek megfeleltetésérsl altaldban csak a konstrukcié befejezése utdn dontiink.
A lehetséges eseteket a haromszogek szama szerint vessziik sorra.

El6szor azokat a felbontasokat szamoljuk Gssze, amelyekben csupa virdg szerepel. Most igy szol a feladatunk: adott
hét varos, és barmelyik ketté kozott egy ut. Hanyféleképpen tehetjiik egyirdnytuva az utakat, ha minden varosbol
pontosan haromnak kell kifutnia? A harom kifuté at alkotja a virdgot, a kiindulasi viros a virdg tove, a masik harom
varos a virag szirma. Vegyiink egy virdgot, és nézziik meg a szirmai kozti utak iranyitasat. Csak kétféle eset lehetséges:
a szirmok kozti harom at mentén vagy tehetiink korutat, vagy nem. Az els6 esetben ciklikusnak mondjuk a viragot,
a masodikban hierarchikusnak. Ez utébbinak a szirmai ugyanis egyértelmten sorba rendezheték ugy, hogy koztiik
mindig a sorban eldl allobol fut az ut a hatul 4llo fele. Maga a t6 is beilleszthetd ebbe a sorba, egyszertien legel6lre
kell tenni.

Vegyiink egy hierarchikus virdgot, allitsuk sorba a benne szereplé négy varost, és vizsgaljuk meg az els6 szirombol
ereds virdg tipusat. Vegyiik elGszor azt az esetet, amikor ez a virag is hierarchikus. Ekkor ennek a virdgnak a harmadik
szirma, folyamatosan csatlakozik az elsé viradg altal kialakitott hierarchidhoz, az ott létrejové sor végére illeszthetd.
Most méar 6t varos szerepel a konstrukcidban, és a koztiik futd 10 ut irdnyitasa koziil csak egynek az irdnyitasa tér
el a hierarchiatol. A legelss és legutolsd varos kozti t irdnyitasa ugyanis csak forditott lehet, hiszen az els§ varosbol
kifuto éleket mar ismerjiik, a még nem iranyitott tobbi ut csak befelé futhat ebbe a varosba.
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hierarchikus virag

A varosok kozott kialakuld hierarchia tehat nem nagyon erds, a negyed—szomszédra mar nem érvényes. Térjiink ra a
harmadik varos vizsgalatara, és helyezziik eleve a sor végére hatodiknak az ebbdl eredd virdg harmadik szirmat. Mivel
a sor negyedik és 6t6dik varosdba mar megvan a harom befuté utunk, a tovabbi utak azokbdl csak kifelé indulhatnak.
Ez azt jelenti, hogy két szomszédos hierarchikus virdg tove mogdtt a harmadik varos mar csak hierarchikus virag
tove lehet. Innen most mar egyértelmien koérbeszaladhatunk a varosainkon: mivel a sor mésodik és harmadik eleme
hierarchikus, csak az lehet a negyedik elem is, és igy tovabb. Mind a hét varos hierarchikus, és ez a sorrend az Osszes
ut irdnyitasat egyértelmien meghatarozza. (Azt is latjuk, miért fut 5-bél 1-be az t, és nem megforditva, hiszen 6-on
és 7-en at el6bb jutunk 5-bél 1-be, mint 2-n, 3-on, 4-en at 1-bdl 5-be.)

Az elmondottak alapjan mér meg tudjuk hatarozni azoknak az irdnyitasoknak a szamat, amelyekben van két
szomszédos hierarchikus virdg. Mint lattuk, annyi ez, ahanyféle korutat tehetiink a hét varosban. Utunk kezdd varosat
tetszés szerint valaszthatjuk: ez nem jellemzs az utra, hiszen ide is vissza kell jutnunk. A méasodik allomas 6-féleképpen,
a harmadik 5-féleképpen, a negyedik 4-féleképpen, az 6todik 3-féleképpen, a hatodik 2-féleképpen valaszthatoé meg, és
a hetedik mar egyértelmd. A lehetségek szama tehat 6-5-4-3-2-1=6!= 720.

Alljunk itt meg egy pillanatra! A szabalyos hétszogben haromféle szakasz talalhato, a hétszog oldala, egy révidebb
és egy hosszabb atl6. Ezekbdl haromféle korat alakithaté ki, ha egy korathoz csak egyféle szakaszt hasznélunk.

a szabdlyos hétszog
homogen kéritjai

Mindhéarom korut kétféle iranyban jarhaté be, ha tehat az oldalak bejarasat az éramutatod jardsa szerintinek va-



lasztjuk, ehhez képest a masik két korat iranyitasara négy lehetGségiink marad. A négy koziil egyet mér ismeriink, ez
az, amit két szomszédos hierarchikus viraghol kapunk. Ha ebben — mondjuk — a rovidebb atlok iranyitasat megfordit-
juk, valtozatlanul minden csicsbol harom él fut ki, és ezek tovabbra is hierarchikus viragot alkotnak. Biztos, hogy ezt
az elrendezést szamba vettiik az el6bb? Hat persze, csak most a korutat a révidebb atlok mentén kell tenni, és eszerint
kell sorba allitani a csticsokat.

két csatlakozd
ciklikus virdg

Mas lesz a helyzet, ha a hosszabb atlok iranyitasat forditjuk meg, mert ennek hatasara minden virdg ciklikussa
valik. Ugyanezt a konstrukciot kapjuk, ha benne elsé kortatnak a révidebb vagy a hosszabb atlok altal alkotott csillagot
valasztjuk, a mindenkori elsé uthoz viszonyitott masodik at iranyitasa megegyezik az els6 atéval, a harmadikeé forditott.
Emiatt most az Gsszes esetre az el6bb kapott szamot még hadrommal el kell osztani, csak 240 olyan irdnyitas van,
amelyikben minden virag ciklikus.

Meg kell még mutatnunk, hogy csak a talalt médon kaphaté olyan irdnyitas, amelyikben minden virdg ciklikus.
Vegyiink egy tetszés szerinti viradgot, és szdmozzuk meg a tovét l-essel, az egyik szirmat 2-essel, az ebbdl elérhets
szirmot 3-assal, a harmadik szirmot 5-Gssel. Most térjiink ra a 2-es csicsbol eredd virdgra, ennek a 3-as csics szirma,
az l-es és 5-0s nem. A két masik szirom tehat 4j cstcs, koziiliik a 3-bol elérhets legyen a 4-es, a masik a 6-os. Most mér
a 3-as tovi virdg egyértelmi, hisz ennek csak 4, 5 és a még fel nem vett 7 lehet a szirma, koztiik a korbejaras abbol
adodik egyértelmiien, hogy a 4 tovi ciklikus virdgnak 1 és 6 biztosan szirma, és ezek mellett 5 és 7 koziil csak 5 lehet
a harmadik szirom, hiszen 6-bdl is, 7-bdl is 1 felé fut az ut. Innen kezdve kdnnyen befejezdik a konstrukci6: 5-be mér
fut be harom él, tehat 5-bdl 6 felé kell menni, ezutédn 6-bol csak 7 felé mehetiink, és 7-ben is megvan a harom befuto



él. Ezzel belattuk, hogy ha minden virag ciklikus, haromféle korat alakithato ki a csicsokbdl az iranyités mentén. (A
harom lehetGség a legelsd virdg szirmainak a szamozéasaban tér el egyméstol.)

Térjiink most vissza eredeti gondolatmenetiinkre. Vizsgalodasainkat azzal kezdtiik, hogy vettiink egy hierarchikus
virdgot, és belattuk, hogy ha ennek a hierarchia szerinti els§ szirma is hierarchikus virag tove, akkor minden virag
hierarchikus. Mivel kdzben a csupa ciklikus virdgokat tartalmazo irdnyitasokat 0sszeszamoltuk, mar csak azt az esetet
kell megvizsgalnunk, amikor van hierarchikus virag, de annak az els6 szirma ciklikus virag tove. Ennek a virdgnak két
szirma maér ismert, ezek az els6 viragbeli szirom-tarsak, viszont a harmadik szirom csak djabb cstcs lehet. Mivel ez a
virdg ciklikus, a szirmai kozti irdnyitast az els6 két szirom kozti Gt irdnyitdsa egyértelmien meghatarozza. Azt kapjuk,
hogy az els6 virag masik két szirméba a mar irdnyitottak koziil harom—harom fut be, ezekbdl tehat a tobbi méar csak
kifelé futhat.

hierarchikus viraghoz csatlakozd
’ ciklikus virdg

Azt is latjuk, hogy a masodik szirombol ered§ virdg hierarchikus, és ennek els6 szirma éppen az elsé virag harmadik
szirma. Gondolatmenetiink ettsl kezdve ciklikusan megismételhets. Végiil is harom hierarchikus virdgot kapunk, és
a négy ciklikus virag koziil az egyik kitiintetett szereptd, ennek épp a hierarchikus virdgok tovei a szirmai. Az egyes
csticsokhoz a hét primszam 7 !-féleképpen rendelhets hozza, de mivel a konfiguraciot a centrélis helyzetd ciklikus virag
tove koriil elforgathatjuk, a kiilonb6z6 esetek szama ennek harmada, 7!/3 = 1680.

Ratériink azoknak az eseteknek a vizsgalatara, amikor egy haromszog van. Vigyiik at a virdgokra vonatkozo elne-
vezéseinket a haromszogekre is, mondjuk a haromszog elsé csicsat annak tovének, a masik kett6t pedig sziromnak.
Ha csak egy haromszog van, annak szirmai csak virdgok tovei lehetnek, és ezek szirmai a tobbi 4 cstics koziil keriilnek
ki. Két eset lehetséges: e két virdgnak vagy mindharom szirma kozos, vagy nem. Az ut6bbi esetben mindkét virdgnak
van egy—egy sajat szirma, de két szirmuk ekkor is kozos.
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.egy haromszog
kozos szirmokkal

Ennek a konstrukcidonak a befejezését a két sajat és a két koz0s szirom kozti utak irdnyitasa mar egyértelmivé teszi
(az abran lefelé). Mivel a konstrukcioban minden csics szerepe mas, az esetek szama 7! = 5040.

Ha a haromszog szirmaibdl ered§ virdgok szirmai kozosek, a hetedik csticsbol eredd virdgnak csak a haromszog
cstucsai lehetnek a szirmai. Ezutan a konstrukcié mar egyértelmiien fejezhetd be, és benne a 3 kozos szirom és a
haromszog szirmai egymastol fiiggetleniil ciklikusan felcserélhetSk. A kiilonb6zs esetek szama emiatt csak az el6bbiek
hatoda, 7!/6 = 840.

szirom SZirom

két haromszdg szétteruld szirmokkal

14 KOZOUS
szirmok

A v

ké! hdromszog kozés szirmokkal

Ha két haromszog van, a toviiket 0sszekots él csak az egyikiikhoz tartozhat, vagyis az egyiknek a tove a masik
haromszognek szirma. Ennek a szirmaibol virdgok nének, amelyekre valtozatlanul érvényesek az el6z6 esetben mon-
dottak, de az els6 haromszog tove csak kozos szirom lehet. A szétteriils szirmok esetében ismét minden csics szerepe
mas, tehat 7! = 5040 eset van. A kézos szirmok esetében az els§ haromszog jelenléte megkiilonbozteti a kozos szirmok
szerepét, tehat az esetek szama 7!/2 = 2520.

Ha harom haromszog van, koziiliik kettének a tove a harmadik haromszognek szirma lehet, vagy pedig ciklikusan
egymas szirmai lesznek a toveik. Az elsG esetet most is hierarchikusnak, a masodikat ciklikusnak nevezziik. A hierar-
chikus esetben az elsé szirmaibol eredd két haromszog négy szirma csak a még fel nem hasznélt 4 csics lehet. (Nem
lehet k6z0s szirom, mert abbol méar nem eredhetne virdg.) Kiilonben a 4 1j csucs ciklusba rendezédik, és ezen beliil
paronként felcserélhet6k. Emiatt az Osszes eset szdma 7! negyede, vagyis 1260.

Ha a harom haromszog ciklikusan csatlakozik egymashoz, tovabbi szirmaikkal egyiitt hat pontot hataroznak meg.
A hetedikbdl virag ered, és ennek csak a haromszogek tovei lehetnek a szirmai. Ez a pont a masik harom viragnak
kozos szirma, tovabba mindegyiknek még egy haromszog tove a szirma és ciklikusan egymas szirmai. A hét csicshoz
a hét primszam 7 !-féleképpen rendelheté hozza, de a konstrukcié forgasszimmetridja miatt ennek csak harmada a
kiilonb6z6 esetek szama. Azonban az utak minden konkrét hozzarendelés mellett kétféleképpen iranyithatoak, hiszen
a haromszogek és a virdgok toveinek ciklusa egyiranyu is lehet egymassal és ellentétes iranyitastak is lehetnek. A
kiilonboz6 iranyitasok szama tehat 2 - 7!/3 = 3360.

Ha négy vagy tobb haromszog szerepel a konstrukciéban, ezeknek mar biztosan van kozos szirmuk. Ha két harom-
szognek van kozos szirma, mas cstics benniik nem lehet kozos, tehat egyiitt 6t pontot hataroznak meg.
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hét haromszog

Emiatt a koz0s szirombodl mar csak haromszog eredhet, hiszen ennek csak a két fel nem hasznalt cstcs lehet a
szirma. Az els§ két kozos szirmu virdg tove viszont csak egy tjabb haromszog szirma lehet, amelynek a tove csak a
harmadik haromszog szirmai koziil valaszthaté. Ha pontosan négy haromszog van, az abra egyértelmien fejezhets be,
és a kiilonb6z6 esetek szama 7! = 5040.

Haromnal kevesebb virdg csak dgy lehet, ha egyaltalan nincs virdg, mert egy viradg tovének legalabb egy masik
virdgban sziromnak kell lennie, hiszen a virdgok tovébsl paratlan sok él indul, a haromszogeknek viszont minden
csticsdban péaros sok él szerepel, és eredetileg minden csticshoz 0sszesen paros sok él tartozik. Emiatt ha két haromszog
szerepel a konstrukcidéban, minden cstcs pontosan két haromszog szirma. A szirmok mentén tehat korut tehetd, elvileg
azonban még eléfordulhatna, hogy két kiilon korit alakul ki, egy négyelem és egy haromelemii. Ez azért nem lehetséges,
mert a négyelemt korat négy sziromparjahoz csak a koztiik nem szerepls csiicsok johetnek széba tének. Ha a szirmok
mentén hételemi korit tehets, helyezziik azokat ebben a sorrendben egy szabalyos hétszog csicsaiba. A haromszogek
szarai a sokszog 14 atloja koziil keriilnek ki. Mindegyikben kell rovidebb és hosszabb atlénak is szerepelnie, mert két
hosszabb atlobol ugyan alkothaté haromszog, de ha ilyen szerepelne a 7 haromszog kozott, akkor olyannak is kellene
szerepelnie, amelyikben két rovidebb t16 keriil ssze. Igy ha a hétszog koriiljarasat is figyelembe vessziik, a konstrukci6
egyértelmt, és a kiillonboz6 esetek szama 6! = 720.

Eredményeinket a kovetkezs tablazatban foglaljuk Gssze. Az Gsszes eset szama eszerint 26 460.
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szama
0 Van két szomszédos hierarchikus virag 6! =720
6!
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7!
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