I. megoldas. Nem valtozik meg a felhasznalt szogfelezSk helyzete akkor — és igy a vizsgalandoé szogek értéke sem
—, ha az A, B, C csticsok barmelyikét eltoljuk D felé (de gy, hogy ne érje el D-t), vagy az ellentétes iranyban. Ezért
mindjart abbol indulhatunk ki, hogy DA = DB = DC = d, a gula mindegyik oldallapja egyenl$ szaru haromszog,
tehat az ADB, a BDC, a C DA sz6g felezGje atmegy rendre az AB, BC, C'A alapélnek C1, Ay, illetve By felez6pontjan.

A bizonyitando allitas igy ekvivalens avval, hogy véve az A1 DBy, a B1DC; és a C1DA; szbgek cosinusat, vagy
mind a harom érték negativnak, vagy mind a harom pozitivnak, vagy mind a harom érték O-nak adédik. A DA, B,
haromszogbdl, felhasznalva, hogy A1 By az ABC haromszog kbzépvonala, A1 B; = C1A = AB/2,

DA? + DB? — A, B?

A, DBy < =
cos A Ui d 2-DA, - DB,

Ennek elGjele ugyanaz, mint az S szamlalo elGjele, hiszen a nevezs pozitiv. Marmost
1
S = (DB? — A1B?) + (DC? — B,C?) — C1 A* = 2d° — Z(BC2 + CA? + AB?),

és ez az el6forduld bettikben szimmetrikus. Tehat a By DCy és C1 DA; szog cosinusanak szamlaldja is S, az atfogal-
mazasunkban szereplé harom cosinus érték csak a pozitiv nevezékben kiilonbozik egymastol. Ebbsl mar kovetkezik az
atfogalmazott allitas, tehat az eredeti allitas is.

II. megoldas. A vektorok skalaris szorzatanak alkalmazasaval — lényegében az I. megoldas gondolatmenetét kovetve
— még gyorsabban jutunk célhoz.

A D csicesbol inditsunk harom egyenld hosszi vektort az A, B és C cstcsok felé. Jeloljik ezeket rendre 2a, 2b,
2c-vel. Mivel |a| = |b| = |c|, a feladatban szerepls szogfelezdk iranyaba mutaté vektorok a + b, a+c és b+ c. A
szogfelezsk altal bezart szogek cosinusai:

b b)(b
cos BDC, = BFPate) o opa, = atblbie)
la+bl|-|la+c| la+c|-|b+c|
és b
cos A, DB, — 2P +re)
la+c|-[b+c

A nevezdk pozitivok. A szamlalokban a beszorzést elvégezve rendre a kovetkezs kifejezéseket kapjuk:

a? + ab + ac + b,
b2 + ab + ac + b,
c? + ab + ac + bc.

Mivel a2 = b? = ¢2, a kapott kifejezések egyenldk, igy a feladat allitasa az I. megoldas végén mondottak alapjan igaz.
Hornung Tamds (Gy6r, Czuczor G. Bencés Gimn., III. o. t.)



