I. megoldas. Az allitast indirekt tton bizonyitjuk be. Tételezziik fel, hogy csak véges sok szamot karikidztunk be.
A bekarikazott szamok halmaza nem iires: az els6 szamot mindenképpen be kell karikdznunk. Ekkor a bekarikazott
szamok kozott van legnagyobb, legyen ez N. Tekintsiik a ,valamilyen sorrendben” leirt természetes szamok koziil az
els6 (N + 1) darabot. Mivel minden szamot egyszer irtunk le, azért ez az (N + 1) szam mind kiilonb6z6 termeészetes
szam.

Megmutatjuk, hogy ezen (N + 1) szam egyike sem nagyobb N-nél.

a) A bekarikdzottak nem lehetnek nagyobbak N véalasztéasa miatt.

b) A be nem karikizott szamok a feladat feltétele szerint kisebbek, mint ahanyadik helyen allnak. Igy az elsé (N +1)
helyen 4ll6 be nem karikadzott szdmok koziil sem lehet N-nél nagyobb.

Igy arra jutottunk, hogy (N + 1) kiilonbz6 természetes szamunk van, amelyek koziil egyik sem nagyobb N-nél.
Ezzel ellentmondasra jutottunk, vagyis az eredeti allitas igaz.
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II. megoldas. A ,yalamilyen sorrendben” leirt természetes szamok koziil az i-edik helyen all6 legyen a. Tekintsiik

k
a sorozat els6 k elemét. Ezek Osszegét nem noveljiik, ha helyette a Zz Osszeget vessziik, vagyis
i=1
k
(1) dai—i)=0  (k>1).
i=1

A bizonyitast ismét indirekt uton végezziik. Tegyiik fel, hogy az a;, szamok koziil csak véges sokat karikdztunk be,
azaz csak véges sok szamra teljesiil, hogy (a; — i) > 0. Legyen a bekarikdzott szdmok koziil az utolsénak a sorszama
m (m > 1, hiszen az els6 szamot feltétleniil bekarikizzuk). Legyen

(2) Z(ai —1i)=s.

Az (m + 1)-edik elemtd] kezdve az indirekt feltevés kovetkeztében egy elem sincs bekarikazva, igy (a; — i) < 0, ha
i > m+ 1. Mivel a; és © természetes szamok, a; — i < —1 (i > m+ 1), és ezért

m+s+1

(3) Y (ai—i) < (1)(s+1)=—s—1.

i=m-+1

Osszeadva (2)-t és (3)-t
m—+s+1

> (ai—i) < -1

=1

Ez azonban (1) miatt lehetetlen. Ellentmondéasra jutottunk: indirekt feltevésiink hibas volt, vagyis végtelen sok szamot
kellett bekarikdznunk.
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