y? — 2o =alz +y+2)2
(1) a? —yz = bz +y + ),

22 —ay=clx+y+2)>

Keressiik meg elGszor az egyenletrendszer olyan megoldasait — ha vannak —, melyekre z 4+ y + z = 0. Ilyen feltétel
mellett az egyenletrendszer a kovetkezSképpen alakul:

v =1z, 2% = ay; 2?2 = yz; valamint rz+y+2z=0.

A feltételbsl y = —x — 2z, innen y? = 2% + 2z2 + 2° = xz, azaz x° + xz + 2% = 0, ami valés szamokban csak ugy
lehet, ha = = 2z = 0, amibél y = 0 is kovetkezik. Igy = + 3 + z = 0 mellett csak z = y = z = 0 megoldas lehetséges, és
ez valoban megoldasa is az (1) egyenletrendszernek.

A tovabbiakban feltessziik, hogy « + y + z # 0. Az (1) els6 egyenletébdl vonjuk ki a masodikat, a méasodikbdl a
harmadikat, valamint a harmadikbdl az els6t. Rendre a kovetkezs egyenleteket kapjuk:

v -2 oy —az=(a—b)(z+y+2)?
2P tyz—ay=0b-c)(z+y+2)>

22—y taz—yz=(c—a)(z+y+2)>
Kiemelések utan és x + y + z # 0-val osztva:

y—z=(a=b)(z+y+2),
z—x=(b-0c)(z+y+2),
r—y=(c—a)z+y+2)

Valasszuk az = + y + 2z értéket paraméternek és jeloljiik 3s-sel. Ennek segitségével fejezziik ki z, y, valamint z értékét:

(2) x4+y+z=3s,
y—z=3(a—0b)s,
z—x=3(b—¢)s,
x—y=3(c—a)s.

Az els6 egyenlethez hozzdadva a negyediket és levonva a harmadikat, = értékét kapjuk. Hasonldéan nyerjik y és z
értékét a megfelels egyenletek hozzdadasaval, illetve levonasaval:

x=2c—a—b+1)s,
(3) y=(2a—b—c+1)s,
z=(2b—c—a+1)s.

Tehat ha az (1) egyenletrendszernek van az x = y = z = 0 megoldason kiviil mas megoldasa, akkor azt (3) adja
meg. Nézziik meg, hogy (3) mikor lesz megoldasa az eredeti egyenletrendszernek (feltétel szerint s # 0). Példaul az
els6 egyenlet bal oldalaba helyettesitve, a kapott érték

[(3a® + 3b% + 3¢ — 3ab — 3bc — 3ca — 3a — 3b — 3¢) + 9a - 57,
mig a jobb oldal 9as?. A két oldal (s # 0 miatt) csak akkor lesz egyenld, ha,
4) a?+b*+c* —(ab+bc+ca) — (a+b+c)=0.

Konnyen lathato, hogy a (4) feltétel mellett a tobbi egyenletet is kielégiti (3) Amennyiben a (4) feltétel teljesiil, akkor
az Osszes megoldast is megadja a (3) képlet, ugyanis az © = y = z = 0 megoldast éppen az s = 0 helyettesitéskor
kapjuk.

Osszefoglalva, ha (4) nem teljesiil, akkor az egyenletrendszer egyetlen megoldasa = = y = z = 0, ha viszont (4)
igaz, gy az egyenletrendszer Gsszes megoldasat (3) szolgéltatja, ahol s tetsz6leges valos szamot jelol.



