I. megoldas. A megoldas soran a kiovetkezd azonossagokat alkalmazzuk:
A2+ +=(a+b+c) —2(ab+ be+ ca);
A+ 4+ =(a+b+c)a®+b*+ %) — (a+b+c)(ab+ be+ ca) + 3abe =
= (a+b+c)® +3abc — 3(a+ b+ c)(ab + be + ca);
a* + b 4 = (a2 07+ ) = 2% + b2 + Pa?) =
[(a+0b+ ¢)® = 2(ab + be + ca)]2 — 2[(ab + be + ca)’ —2(a +b+ c)abe].

A bizonyitand6é azonossig bal és jobb oldalat ekvivalens atalakitasokkal kozos alakra hozzuk: ebbdl méar tényleg

kovetkezik a két oldal egyenlGsége:
A bal oldal a + b + ¢ = 1 felhasznélasaval igy alakul:

at + bt = [(a+b+c)2 —2(ab+bc—|—ca)]2 —2[(ab+bc+ca)2 —2(a+ b+ c)abc]
= [1—2(ab+ bc+ ca)]2 —2[(ab+bc+ ca)® — 2abc] =
=1 —4(ab + be + ca) + 4(ab + be + ca)® — 2(ab + be + ca)” + dabe =
=1 — 4(ab + be + ca) + 2(ab + be + ca)” + 4abe.

Mig a jobb oldal:
[1—2(ab+bc+ ca)]2 — [1 —2(ab+ be + ca)|+

N~

4 1
+§[1 — 3(ab + bc + ca) + 3abe| + 6=

1
= — —2(ab+ bc + ca) + 2(ab + be + ca)® — 1+

4
+2(ab+ be + ca) + 3~ 4(ab + be + ca) + 4abe + 6
=1 — 4(ab + be + ca) + 2(ab + be + ca)” + 4abe.

Igy az eredeti egyenldség valoban fennall.
II. megoldas. Mivel a + b + ¢ = 1, azért amennyiben a bizonyitandé allitas helyett azt mutatjuk meg, hogy az
(2) at + bt 4t =
1 4
= (@402 +A) = (@ + P+ A)a+b+0)’ + 5@+ + ) a+btot
1
+2(a+b+ e)*
Osszefiiggés minden a, b, ¢ szamra fennéll, akkor készen vagyunk. Ennek igazoladsa végett a jobb oldalon mindegyik
tagban kifejtjiik a tobbtagiak hatvanyait:
1 1
—(a®+b* + 02)2 =3 [(a* +b* + c*) + 2(a®V? + b2? + ?a?)],
@+ +Ha+b+c)’ =
= —(a* + 0" + ') +2(a®® + b2 + ?a?) + 2[a(b® + ) + b(c® + a®)+
+c(a® + b*) + 2(a®be + ab’c + abc?)];

4
(@®+b03+c(a+b+c) = g[a4+b4+c4+a(b?’+c3) +b(c® + a®) + c(a® + b%)];

L i~

1 1
glatb+ ot = 6(a4 + b+ ¢*) + 6(a%0? + b2 + Fa?)+

+4[a(®® + ) + b(c® + a®) + c(a® + b*) + 12(a”be + ab*c + abc?)].

Ezeket 0sszeadva kapjuk, hogy 0sszegiik
1 4 1
(5 _1+§+6) (a* +b* + ') = a +b* + ¢,

vagyis (2) valoban all.
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