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Ha (1)-et teljes indukcioval akarjuk bizonyitani, azt kell ellendrizniink, teljesiil-e az n legkisebb szoba jovs értékére,
és azt, hogy az egyes oldalak megvaltozasa nem valtoztat-e az egyenlGtlenség iranyan, ha (n — 1)-r6l attériink n-re.
Ha n = 2, akkor (1) az
1<vV2<15

egyenlStlenséget jelenti; ami valoban igaz. Ha (n — 1)-r6l attériink n-re, a bal oldal megvaltozasa

n?+2n—-2 (n—1°+2n-1)-2 2n+1

Bn - anl = - - )
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az egyenlGtlenséglanc kozépss tagjanak a megvaltozasa
Kn — Kn—l = n!,

végiil a jobb oldal megvaltozasa

n24+3n—4 (n—-1°+3n-1-4 n+1
Jn_Jnflz 4 - 4 = B) .

Elég tehat a

vagy a kicsit tobbet mondo

(2)

egyenl6tlenséget bizonyitani az n > 3 egészekre.
Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenséget az 1, 2, ..., n szamokra. Ezeknek a szamoknak

a mértani kozepe
M = Vnl,

szamtani kozepe pedig
1+2+...+n n+1
S = = .
n 2
Az M < S egyenl6tlenségbdl épp (2) jobb oldalat kapjuk.

Az n! =n- (n—1)! Gsszefiiggeés alapjan alakitsuk a (2) kozepén allo kifejezés n-ik hatvanyat szorzatta:
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m+1)" (m+1)" n* (n+1)" !

() ) 6)

Ez egy n-tényezGs szorzat, elég belatnunk, hogy mindegyik tagja nagyobb 1/3-nal:

(3) (J%)J > % G=1,2,...).

Ismét a szamtani és mértani kézép kozti egyenlStlenséget akarjuk felhasznalni: vesziink j szamot, melyek mindegyike
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(1 + — |-vel egyenl§, és vesziink k egymaéssal egyenls pozitiv szdmot, amelyek szorzata g—dal egyenls. Ezek m mértani
J
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j+k

kozepének (j + k)-adik hatvanya

szamtani kozepe pedig

S = 5



1
ahol ¥ = =. Eszerint készen vagyunk, ha sikeriil k-t gy megvalasztani, hogy s = 1 legyen, hiszen ekkor m < 1, ami

ekvivalens a bizonyitandé (3)-mal.
Az s <1 egyenl6tlenség feltétele

j+1+k-a<j+k, azaz
1, (k=1)"
i < (2=

6\° 216
2) =22 172
<5> o 728 < /3,

ami teljesiil példaul k£ = 6 mellett:
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Megjegyzések. 1. Hasonloan lathaté be, hogy (1) igaz marad, ha a bal oldalara (n? + 3n — 2)/6-t frunk.
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2. A (2) kozepén allo szamok sorozata monoton fogy, de a tagjai nagyobbak a megoldasban szerepld (1 — E)

alaki szamok mindegyikénél, ez utobbiak sorozata viszont monoton ng. Tehat az
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szamokra Ay < Apt1 < Bri1 < By teljesiil. Ebbdl kovetkezik, hogy ha n > k, akkor a (2)-nél élesebb
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Aj < < Bg

egyenlGtlenség is igaz, ahol j tetszbleges egész szam. Azt is he lehet bizonyitani, hogy egyetlen olyan z szam van, amelyre
Aj < x < By, teljesiil minden j és k mellett, és ez az x a fels6bb matematika nevezetes, e-vel jelolt konstansanak a
reciproka: z = 1/e = 0,36787 ...



