I. megoldas. a) A K, kifejezés ismeretlen tagja maga is mindenesetre négyzetszam: 4” = (2%)?, tehat feladatunk
a 4'9 + 4% szamot két négyzetszam kiilonbségeként elGallitani. Olyan megoldést keresiink, melyben 2 > 10. Ebben a
kovetelmény szerint

Kl — 410(1 4 46 +41710) — NQ,

45
4097 =n? — 22 = (n — 2)(n + 2),

N 2
1+46+4“0=4097+(2“0)2=< ) :

ahol n és z természetes szamok, és z-ként csak a 2-nek egy nemnegativ egész kitevGji hatvanya fogadhato el. Torzs-
tényez6k szorzatara felbontva 4097 = 1-4097 = 17 - 241, igy a szdba jové n, z értékparok

n—z= 1
n+ z = 4097

n—z= 17
n+z =241

}-b61 z = 2048 = 21 n = 2049,
}—bﬁl z =112, ez nem felel meg.

Eszerint x — 10 = 11, z = 21 megfelels kitevd, éspedig
410 + 410 4 421 = 45 . 20492,

Mivel a feladat nem kivanja minden megfelels = megkeresését, K; kérdését megoldottnak tekinthetjiik.
A kapott eredménybdl a feladat masodik kérdésére is kiolvashatunk egy megoldast, y = 10 mellett K teljes négyzet.
b) Ugyanezzel az eljarassal az y = 16 megszoritas alapjan a

Ky = 4'0(1 4 4° + 4v71%) = (4%)%{1025 + (2V719)*} = M?,
1025 + u? = m?

kovetelménybol, ahol u = 2716 65 m = M /48, két megfelels u, y, m, M szamnégyes adodik:

m—u m+u U m Y M
I 1 1025 512 = 2° 513 25 48 .513
II. 25 41 8 =23 33 19 43 . 33

Ezekkel harom megfelels y értéket talaltunk: y = 10, 19 és 25.

II. megoldas. a) Megprobaljuk K tagjait egyenként azonositani a (¢ + d)? = ¢® + d? + 2cd kifejtés tagjaival,
felhasznalva, hogy az itt folléps 2-es tényezs osztéja a Ki-ban elsirt alapoknak. A 2cd tagnak egymas utan 40, 416,
4% szerepét szanjuk.

a) 4% = ¢? s 4" = d?, azaz ¢ = 2'% d = 2% mellett 2cd = 2" = 410 = = 229 ey 2 = 3 mellett teljesiil, 1j
megoldast talaltunk:

410 +416 +43 — (C+d)2 — (210 _'_23)2'

B) A ¢ =2'" d = 2% probalkozasbol az I. megoldasban talalt 2 = 21 adodik.

v Ac= 219 ' d = 216 proba nem ad megoldast, mert igy 2cd a 2-nek paratlan kitevss hatvanya, a 4-nek nem egész
kitev6jd hatvanya.

b) Ugyanez az eljaras K esetében mindharom szereposztasban eredményt ad, az I. megoldasban megtalaltakat.
Azon mulik az a) esettdl valo eltérés, hogy ott mindkét ismert kitevs paros, szemben a b) esettel.

Megjegyzés. 1. Meg lehet mutatni, hogy a talaltakon kiviil nincs mas megoldas, példaul a 4 = 3 41 helyettesitéssel
és a binomiilis tétel folhasznalasaval adodik, hogy

3|z, illetve 3|(y —1).
Padlfalvi Gyorgy (Gy6r, Révai M. Gimn., IV. o. t.)

2. Mas megmutatéasa ennek, ha az I. megoldas eljarasaban a 410 + 416 ill. a 4'6 4+ 42! 5sszeget bontjuk minden
lehet6 modon két tényezs szorzatara. Az x < 10 és y < 16 esetek hosszu sikertelenségi sorozatéat csak 1 — 1 sikeres eset
szakitja meg: x = 3, ill. y = 10, emiatt mell6ztiik Gket.

ITI. megoldas. a) Ha valamely = mellett K, négyzetszam, mondjuk K; = N2, akkor erre az 2-re

410 4410 = N2 4% = (N — 2%)(N +2%) = M(M +2°*1),



ahol M = N —27. Eszerint (4'° +4'%) elsallithato egy M egész és egy M-nél 2 valamely alkalmas hatvanyaval nagyobb
szam szorzataként. Biztosan ilyen elGallitast kapunk, ha M-nek 40 vagy 4'¢ négyzetgyokét valasztjuk:

M =4 mellett 4044 =4°(4°+4"), & x=21
M =4 mellett 4'° +4'0 =48(48 +4%), & z=3

b) Ugyanigy kapjuk, hogy

M =48  mellett 404421 =484% +4'%) & y=25
M =22 mellett 41¢ 4420 =22(221 1211 6 4 =10



