(1) y=a°+br* +cr+d

I. megoldas. A létezés (exisztencia) bizonyitasahoz elegends megadni egyetlen olyan fliggvényt, amely kielégiti a
kovetelményeket. Ilyen az, amelynek zérushelyei a —3, 0, 5 raciondlis szadmok:

y=z(x+3)(x — 5) = 2® — 22% — 15z,
mert a szélsGértékek abszcisszai az
y' =3z? — 4z — 15
derivalt zérushelyei: —5/3, +3, racionalis szamok (és igy nyilvanvaloan még maguk a szélsGértékek is racionalisak).
Pdles Zsolt (Satoraljatjhely, Kossuth L. Gimn., III. o. t.)

Megjegyzések. 1. Természetesen barmely racionélis r értékkel eltolva a gyokrendszert, az r, r—3, r+5 zérushelyekkel
meghatéarozott (1) alaka y = (z — r)(x — r + 3)(z — r — 5) fliggvénynek is megvan a kivant tulajdonsaga.

2. Az r = 4 értékkel adodo 1, 4, 9 gydkrendszerbdl kiindulva hasonléan belathatd, hogy a ¢ = 0 és ¢ = —1 értékek
kivételével minden racionslis ¢ mellett az 1, ¢2, (¢ + 1) zérushelyekkel meghatarozott (1) alaku fiiggvény is megfeleld.

Molndr Ldszlé (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., IIL o. t.)

II. megoldas. Legyenek a fiiggvény zérushelyei: a1, as, a3 racionalisak, kiilonbozék. Igy a szélsGértékek absz-
cisszéjat megado

(2) y = ((:1: —a)(z — ag)(x — 043))/ =322 — 2(a; + az + a3)x + (a1a2 + asas + azay) =0
egyenlet (51, B2 gyokei biztosan raciondlisak lesznek, ha egyikiik 0, azaz ha
(3) ajag + agaz + azag =0,

hiszen ekkor 9
B1=0, pa= 5(041 + g + a3).

A (3) szerint egyik a;-t sem valaszthatjuk O-nak, hiszen példaul s = 0 miatt ayas = 0 lenne, és igy nem lehetne
mind a harom «; kiillénb6z6; ugyanezért kettdjiik 0sszege sem 0, mert példaul

£0.

Qa2

041—|—062:—
a3

Ha marmost oy és as céljara két kiilonboz6 abszolit értékid és 0-t6l kiilonbozs racionélis értéket valasztunk, akkor
veliik egyiitt
1009

a3 =———"
a1 + Qo

eleget tesz (3)-nak, és ez az s kiilonbozik a;-t6l is, as-t6l is, ugyanis példaul

a1 —ag = o
! 3 a1 + oo
Tovabba fennall By # (1 is, mert
3055 o1 + a9 z_ e ad—ad
720414-0424-043:( ) = 5—— #0=0.
a1 + oo a7 — a;p

Ezzel megoldottuk a feladatot.
Luz Istvén (Tata, Eotvos J. Gimn., IIL o. t.)

III. megoldas. Most egész a1, aa, ag gyokharmasokat kerestink (1) céljara. Konnyd belatni, hogy a (2) egyenlet
diszkrimin&nsa atalakitassal

D=4(a; +az+ ag)2 —12(19 + arag + asas) = [2(ag — a1)2 + (a3 — a2)2 + (a3 — 041)2],
és hogy D tObbszorose a 4-nek. Ez egyenlS lesz valamely 2+ paros szam négyzetével, ha az
Qe —a1 =\, Qz3—Qa=L
ismeretlenekre teljesiil

(4) A2 2+ (A p)? =202 4+ A+ p2) = 292



Lattuk az 1439. gyakorlatbanﬂ hogy

A= p\? A\ A% A%
2 2 _ — Lnd L
(5) )\+)\u+u—( . ) +3( ; (A+2) +3(2),
és a két uj alak koziil legalabb az egyikben egész szamok négyzetérdl van sz6. Eszerint az
(6) u? + 3v? = 42

egyenlet minden egész megoldasabol kapunk a (4)-et kielégits egész A, u, v értékharmast, majd a; (egész) megvalasz-
tasaval egyrészt egész ao-t, az-at, masrészt (2) gyokeiként racionalis 3 o értékeket.
(6)-ra elég relativ prim u, v, v szdmharmasokat megadni. Igy a

302 = (v —u)(y +u)

alakitas jobb oldala két tényezGjének is relativ primnek kell lennie. Ezért egyikiik teljes négyzet, masikuk egy teljes

négyzet 3-szorosa:
’Y—u:q2a ”Y"‘U:?’Tza

tehat ha ¢ és r paratlan relativ prim szamok, akkor megfelel (6)-ban

3r2 — ¢? 3r2 + ¢?
U= ——"—  v=gqr ="
5 ) qr, 5

Példaul ¢ = 1, r = 3 mellett v = 13, v = 3, v = 14, majd A = 16, u = —10, végiil a3 = —6 valasztassal as = 10,
as = 0, lényegében az I. megoldasban kozolt gyokharmasra jutottunk.

Kiss Emil (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., III, o. t.)
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