I. megoldas. Mivel a, b, ¢ pozitiv szamok, igy a+b+c > 0, tehat szorozva az allitas mindkét oldalat (a+b+c)-vel,
az egyenlGtlenség irdnya nem valtozik meg;:

a* +b* + ¢* > abe(a + b+ ¢) = a®be + b2ac + cab,
atrendezve
a* 4+ bt 4 ¢t — a®be — ab’c — abc® > 0.

Amennyiben sikeriil megmutatnunk, hogy ez az egyenlGtlenség minden a, b, ¢ valos szamra fennall, ugy készen vagyunk.

Amde a bal oldal igy alakithato:

4a* + 4b* + 4c* — 4a®be — 4ab’c — dabc® =
= (a* —2a%b* + b)) + (b* — 2% + ) + (¢! — 2¢%a® + a')+
+(2a* — 4a?be + 26¢?) + (2b* — 4b%ca + 2c¢%a?) + (2¢* — 4c%ab + 2a*b?) =
=(a® = bH)2 + (b = A)? + (¢ — a®)? +2(a® — be)? + 2(b* — ca)® 4 2(c* — ab)>.
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Igy valoban igaz az egyenl6tlenség. Egyenldség csak abban az esetben all fenn, ha a® = b = ¢
tasabol, ha a = b = c. Ekkor tényleg egyenlség all fenn.

, azaz a, b, ¢ pozitivi-

II. megoldas. Ismeretes, hogy pozitiv szdmok esetében igaz a kovetkezd két egyenl(ﬁtlenségﬂ
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(1) <%b+c> > abe,

@) a?+ b2+ c2 S (atbte 2
3 = 3 '

A (2)-t az a®, b?, ¢? porzitiv szamokra alkalmazva kapjuk, hogy

a4—|—b4—|—c4><a2—|—b2—|—02>2
3 = 3 '

Ezt (2) négyzetével Gsszevetve lathatjuk, hogy

a4—|—b4—|—c4> a+b+c 47 a+b+c a+tb+c)’
3 = 3 B 3 3 '
Alkalmazva az (1) egyenl6tlenséget, majd a pozitiv (a+b-+c)/3 mennyiséggel atosztva, a bizonyitando egyenlStlenséget
kapjuk.

Mivel (1)-ben, illetve (2)-ben egyenl@ség csak az a = b = ¢ esetben lehetséges, igy egyenlGség itt is csak a = b = ¢
esetén lehet.

Megjegyzés. Az 1. megoldas az a, b, ¢ szamokrél mindossze annyit hasznalt ki, hogy a + b 4+ ¢ > 0. Amennyiben
ez teljesiil, ugy az egyenlGtlenség is all. Ha csak annyit kotiink ki, hogy a + b + ¢ > 0 legyen, akkor is sziikséges az
egyenldséghez, hogy a = b = ¢ legyen, amit az [. megoldéas végén levd gondolatmenet atalakitasaval kaphatunk meg.

!Lasd pl. az Iskolai Filiggvénytablazat 242. 61. képletét.



