adottak a sikon a (nem feltétleniil kiilonb6z6) Fy, Fy pontok, és adott egy 2a hosszisagu szakasz, a sik azon P
pontjainak a mértani helye, amelyekre

(1) F\P+ PF, = 2a,

az Fy, Fy fokusza, 2a nagytengelyd ellipszis. Ilyen pontok nyilvan csak akkor vannak, ha 2a > Fy F5. Jeloljik FyFy
hosszéat 2c-vel. A sik azon @) pontjai, amelyekre

(2) F1Q+ QF; < 2a,

az ellipszis belsejéhez tartoznak. Kénnyen ellenérizhets, hogy az ellipszis belseje barmely két pontjaval azok 6sszekdts
szakaszat is tartalmazza. Emiatt azt mondjuk, hogy az ellipszis konvex gorbe. Konvex gorbék adott P pontbeli érintGjét
definialhatjuk a kovetkezd moédon: azt mondjuk, hogy a P-n atmené e egyenes érinti a gorbét, ha e-nek nincs a gorbe
belsejéhez tartozo pontja, de barmely més, P-n 4tmend egyenesen van a gorbe belsejéhez tartozéd pont.

Mivel az Fy F; szakasz tetsz6leges @@ pontjara F1Q + QF» = F1 Fy < 2a, ha egy egyenes metszi az F) F, szakaszt,
nem érintheti az ellipszist. Legyen e tetszéleges, az F) F> szakaszt nem metsz6 egyenes, és legyen az Fy, F> pontok e-n
levg vettilete Th, Ts, az Fy Fy szakasz C felez6pontjanak e-n levé vetiilete pedig T' (1. &bra).

1. dbra

Mivel T felezi a T1T5 szakaszt, C' a Ty, Ty pontoktol egyenls tavolsagra van, azaz C'Ty = CTs. Megmutatjuk, hogy
e akkor és csakis akkor érinti az Fy, Iy fokuszi, 2a nagytengelyi ellipszist, ha

(3) OTl = OTQ = a.

Legyen Fy-nek e-re vonatkozo tiikorképe Fy. Mivel e nem metszi az Fy Fy szakaszt, biztosan metszi az Fy Fyy szakaszt,
jeloljiik a metszéspontot P-vel. Felhasznélva, hogy C'Ts az Fy F»Fj haromszog kozépvonala, kapjuk, hogy

(4) F\P+ PF, = 1P+ PFy = FyFy = 20T,
ha pedig R az e egyenes tetsz6leges, P-t6l kiilonbo6z6 pontja, akkor
(5) FIR+ RF; = iR+ RF) > 1 Fy = 2CTs.

A kapott (4) és (5) Osszefiiggeések egyiitt azt jelentik, hogy az Fi R + RF, Gsszeg az e pontjai koziil P-re minimalis.
Ha tehat e érinti az ellipszist, az érintési pont csak P lehet, és igy (4) miatt teljesiil (3). Ha pedig e-re teljesiil (3),
akkor (4) miatt P az ellipszisen van, és (5) miatt e-n nincs az ellipszisnek bels pontja. Tetsz6leges méas, P-n atmend
egyenesre viszont nem P-ben lesz az I} R + RF» 6sszeg minimélis, van tehat az egyenesen olyan ) pont, amelyre

F1Q+QF2 < F4P + PF5 = 2&,

vagyis @) az ellipszis bels6 pontja.



A C koriil a sugarral rajzolt k kort az ellipszis f6korének nevezik. A most bizonyitott &llitas szavakban a kovetkezsket
jelenti:

a) Ha valamely egyenes érint egy ellipszist, akkor az ellipszis fokuszainak az egyenesen levs vetiiletei az ellipszis
f6korén vannak.

b) Ha az ellipszis egyik fokuszanak egy tetszdleges egyenesen levs vetiilete az ellipszis f6korén van, akkor ugyancsak
a f6koron van a méasik fokusznak az egyenesen levs vetiilete is, és az egyenes érinti az ellipszist.

2. Ratériink a feladatban mondott mértani hely vizsgélatara. Jeloljiik a derékszog szarait e¢’-vel, ¢’’-vel, csicsat
O-val, az ellipszis egy tetszéleges, a feladatban mondott mozgésa soran felvett helyzetében a fokuszok legyenek F} és
Fy, az Fy F» felez6pontja C, a C koriili a sugart kor k, az Fy, F; pontok e’-n, illetve ¢”-n levé vetiiletei T, Ty, illetve
Ty, TY (2. 4bra).

cyr

;-
2. dbra

Az a) allitas szerint a T}, Ty, T}, Ty pontok k-n vannak. Jeloljiik a C, O pontoknak a T} T} szakasz felez6pontjara
vonatkoz6 tiikorképét C*-gal, O*-gal. Ismeretes, hogy egy paralelogrammaban az atlok négyzetOsszege egyenls az
oldalak négyzetosszegével. Emiatt

2(CO? + CO*?) = 00** + CC*?
2(CT, % 4+ CTy?) = TI'Ty? + CC*2,

Mivel OO* =TT, és CTy = CTy = a, CO* = CF; = ¢, ebbdl kapjuk, hogy
(6) CO?* =24 — OF?,

vagyis C rajta van az O kozéppontt, 7 = \/2a2 — ¢2 sugart ¢ koron. Mivel a C kdzéppontt, a sugart k kor metszi e/, e’
egyeneseket, C' egyik egyenestdl sem lehet a-nél tavolabb. Jelsljiik a vizsgalt siknegyedben levs, az €/, e egyenesekre
tamaszkodo6 a oldalt négyzetet N-nel, c-nek N hataran levs pontjait C’-vel, C”-vel. Belattuk, hogy a vizsgalt mértani
hely pontjai rajta vannak a c kér N-beli C'C” ivén.

3. Megmutatjuk, hogy a ¢ kor N-beli C'C"” ivének tetszéleges C pontja (a C’, C” pontokat is beleértve) a vizsgalt
meértani helyhez tartozik. Mivel C' az N-ben van, a C kdzéppontt, a sugari k kor metszi az ¢/, ¢” egyeneseket, a
metszéspontokat jeloljiik T7-vel, Ts-vel, illetve T} '-vel, Ty-vel, és legyen I, illetve Fy az a pont, melynek T4, T},
illetve Ty, Ty az €', e” egyeneseken levé vetiilete (ha e’ vagy e” érinti k-t, T} és Ty vagy T} és Ty azonosak). Mivel (6)
most is igaz, CF? = 2a® — CO? = ¢2, vagyis az Fy, F, pontok tavolsaga megegyezik a mozgatott ellipszis fokuszainak



a tavolsagaval. Mivel az Iy, F» pontoknak az e, ¢’ egyeneseken levd vetiilete rajta van a C kozépponti, a sugart
koron, a b) allitas szerint ezek az egyenesek érintik az Fy, Fy fokuszu, 2a nagytengelyt ellipszist. C' tehat valoban a
vizsgalt mértani helyhez tartozik.

4. Ha k nem érinti az €/, ¢ egyeneseket, a metszéspontok bettizésének megvalasztasatol fiiggden két kiilonbozo
helyzetet kapunk az Fy, Fy fokuszokra, ezek a helyzetek a C-n atmend, az €/, €” egyenesekkel parhuzamos tengelyekre
nézve szimmetrikusan helyezkednek el. Ha nemcsak egy siknegyedre szoritkozunk, a vizsgalt mértani hely darabjait a
C'C" ivnek az €/, ¢” egyenesekre, illetve az O pontra valé tiikrozésével kaphatjuk meg.

Megjegyzés. Feladatunk szoros kapcsolatban van a késgbb kitiizott 1958. feladattal. [ Alitsunk ugyanis a térben
a mozgatott ellipszis f6lé annak minden helyzetében olyan kort, amely érinti az ellipszis sikjat, és amelynek épp az
ellipszis a vetiilete. Ez a kor érinti az ellipszis sikjara meréleges, azt az ¢/, €¢” egyenesekben metsz6 sikokat is, tehat az
1958. feladat allitasa szerint a kizéppontja rajta van az O kdzéppontt, V2 a sugart gémbon. Mivel a kor alapsikon
lev§ vetiiletében a kis- és nagytengely aranya allandd, mozgasa kozben a kor az alapsikkal dllandé szoget zar be, tehat
a kozéppontja az alapsiktol adllando tavolsagra van. Emiatt a kozéppont a rendelkezésre allé6 gémb helyett annak csak
egy korvonalan mozog, és a minket érdeklé mértani hely ennek az alapsikon levé vetiilete.

! Megoldasa megjelent a KOMAL 1975/5. szam (50. kitet) 206-207. oldalan.



