I. megoldas. A jelzérudak lettizésére mondottak szerint az Ry, ..., Rg pontok mindegyike létrejott. Foltessziik,
hogy Rs az R1-t6l is, R3-t6l is kiilonbozs, igy a tovabbi pontok is kiilonbozsk.
1. Hizzunk parhuzamost Rs-on 4t AR;-gyel és jeloljiikk AB-vel valé metszéspontjat S-sel.
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szorozzuk Ossze e harom egyenlGség bal, illetve jobb oldalait, és valtoztassuk meg a jobb oldalon a nevez§ tényezinek
sorrendjét az alabbiak szerint:
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Ezt az Osszefliggést ismételten fel fogjuk hasznalni, ezért tovdbbhaladas el6tt értelmezni fogjuk. Ha az AB egyenesen
valamelyik iranyt pozitivnak, a vele ellentétes iranyt negativnak vessziik, akkor a jobb oldal értéke (—1), hiszen
mindharom tényezdje (—1).

A bal oldalt értelmezziik igy: a BR4R3 haromszoget atmetszettiik az ARy Ro egyenessel, vettiik a haromszog
BRy, R4R3, R3B oldalegyenesén rendre adodott A, Ry, Rs metszésponttol az illetd oldalszakasz végpontjaiig terjedd
szakaszok aranyat, majd e 3 ardny szorzatét.
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Az egyes oldalegyeneseken levs két szakaszbol tgy képeztiikk az aranyt, hogy a haromszog oldalait a csicsok B,
R4, Ry sorrendjében jartuk be, és mindegyik egyenesen a kezdSponttol a metszéspontig terjeds szakaszt osztottuk a
metszésponttol a végpontig terjedd szakasszal. Igy abrank esetében az RyR; szakasz a menetirannyal ellentétes, ezért
negativnak vessziik, a tobbi 5 szakasz pozitiv, megegyezésben a jobb oldal (—1)-es értékével.

Eredményiink természetesen barmely haromszognek barmely egyenessel valé atmetszésére érvényes, hacsak az
egyenes nem megy at a haromszog egyik csicsan sem. Az Osszefiiggést Menelaos tételének nevezik.

2. Alkalmazzuk Menelaos tételét az Rs R4 egyenessel kettévagott BR4Rs haromszog RyRoB és RyRoRs részeire,
szel6ének az els6 részharomszog esetében az RsR3 egyenest véve, a masodikéban az Ry B-t:
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Az el6bbit az utobbival osztva, valamint négy szakaszt a (—1)-szeresével potolva, egyszertsitve
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(Ezt az Osszefiiggést altalanos érvénnyel az 1. megjegyzésben értelmezziik.)
Képezve (1) és (2) hanyadosat, a 2. és 3. ardnyok hanyadosa 1, igy
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és itt mindegyik szakasz az AB egyenesnek a része, mérhetd, ill. kifejezheté az AB ismeretlennel: BRg = BA + ARg,
igy az egyismeretlenes egyenletbdl
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amit bizonyitanunk kellett.

Megjegyzések. 1. A (2) Osszefliggeést (Ceva tétele) igy értelmezziik: a BR4Rs haromszog oldalegyeneseinek, valaming
a sikja Rs pontjat a cstucsokkal Osszekotd egyeneseknek metszéspontjat rendre Rg-tal, Ri-gyel, Ro-vel jelolve, az
oldalakon keletkezett szakaszpérokbol képezett aranyok szorzata 1, a szakaszok sorrendjét, irdnyat ugyanugy értve,
mint a Menelaos-tétel esetében.

2. Akik foglalkoztak az an. projektiv geometria elemeivel azok bizonyara folismerik: az Ry, ..., Rg pontokat ugy
jeloltiik ki, hogy B és R4 az R;, Ra, R3 és Rs pontokkal meghatarozott teljes négyszégnek an. atlés pontjai legyenek.
Igy a BR, egyenes a teljes négyszog egymassal szemben fekvé R Ry és RsRs oldalegyeneseit az A, Rg pontokban
metszi, és az erre az alakzatra vonatkozo alaptétel szerint a B, Ry és A, Rg pontparok harmonikusan valasztjak szét

egymaést, amin ezt értjiik:
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(A teljes négyszognek 6 oldalegyenese van, barmelyik 2 csuicsat Osszekots egyenesét oldalegyenesének nevezziik, tovabba
3 atlos pontja, amelyekben 2 — 2 szemben fekvs (k6z0s csicsot nem tartalmazo) oldalegyenes metszi egymast.) — Ezek
ismeretében azonnal felirhattuk volna (3)-at. — Az eljaras kidolgozoi természetesen ismerték ezt a hatteret.

II. megoldas. Vektorok felhasznalasaval bizonyitjuk az allitast. Legyen

R
ahol r nem parhuzamos a-val, ¢ és d szamok, ¢ # 0 és ¢ # 1, illetve d > 0 és d # 1. Igy az Ry R3 egyenes tetszéleges
X pontjara valamely e szammal

ﬁzﬁl-i-eR—léa:B—él'i‘e(B—éB_B—él):
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—
X akkor és csak akkor azonos R4-gyel, ha a B—X2 egyiranyu a BA-ral, vagyis r egyiitthatoja 0:
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1—e—cde=0, tehat ezm,
és ekkor e+ D)d
c+
BR, =
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hacsak cd # —1. A ed = —1 értéket a jelzérudak helyzetére tett foltevések kizarjak. Ekkor ugyanis d > 0 miatt ¢ < 0,

R ugyanazon az oldalan van AB-nek, mint R;, az Rs-on atmend, AR;-gyel parhuzamos egyenesnek R3-t6l AB-ig

terjed6 R3(Q szakasza R3Q =d- ReA=d - |c|- R1A = R1 A, tehat Ry R3 parhuzamos AB-vel, R4 nem jon létre.
Hasonléan az Ro R4 egyenes barmely X pontjara valamely f szdmmal

BX = BRo+ f- RoRy = (1— f)BRy + f - BR; =

- (1—f+%>a—c(1—f)r,

! Lasd pl.: Vigassy Lajos: Projektiv geometria (Kozépiskolai Szakkori Fiizetek), Tankonyvkiado, Budapest, 1970.



és X arra és csak arra az f-re azonos Rjs-tel, amelyre egy alkalmas ¢g szammal
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hacsak 1 4 c¢d — d # 0. Az ellentétes esetben az Ro R4 egyenesen nem volna olyan X, melyre BX parhuzamos volna
BR;-gyel, tehat RoR4||BR; lenne, nem lenne Ry, és ezt kizartuk.
Végiil az R3Rs5 egyenes barmely X pontjara valamely h szdmmal

ﬁ ch h
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és X akkor és csak akkor azonos Rg-tal, ha r egyiitthatoja 0, azaz

_l+ed—d
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és igy ﬁﬁz ed —d a.

(A fentebbiekhez hasonloan belathato, hogyha 2 4+ ¢d — d = 0, akkor Rg nem jon létre, 2. abra.)
Marmost eredményeinkbdl az allitdsban szerepl szakaszok hossza
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|RyRo — ARy| = |ARg — 2ARy| =
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és ezek szerint az (1) kifejezés abszolut értéke |a| = AB, amint azt bizonyitanunk kellett.



