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Jeloljiikk az osszeget S (m, n)-nel. (Egyébként az Osszegezést az m paraméter nem érinti.) Az n =1 és n = 2
esetben, hatarozatlan m mellett

S(m, 1) = (8) <i>%+<i) (8) 1 —Tm _ 2(im++11),
2
st 2= (3)+ (1) 12+ () e ~ Tarntnssr -
42m + 1)(2m + 3)
(m4+1)(m+2)

Az n =3 és n = 4 esetekben ad6do hasonlo kifejezések lattan az a sejtésiink alakul ki, hogy minden n természetes
szam esetén S(m, n) a kovetkezs kifejezéssel egyenld:

2"2m+1)2m+3)-...-(2m+2n—1)

(2) (m+1)(m+2)-...- (m+n)

ezt fogjuk bizonyitani.

Az n =1 és n =2 esetekben S(m, n) kapott kifejezése nem egyszertsithets az m-et tartalmazo tényezével, tehat
S(m, n) altaldban nem egyszertsithetd. Masrészt (2) nevezGje éppen az (1) tagjaiban szerepld n db nevez szorzata, és
igy alkalmas a tagok k6z6s nevezdjének szerepére. (Mas nevezs nem léphet fol, ugyanis az (1)-ben szereplé binomialis

m
egyiitthatok egész szamok, tgyszintén a k = 0 indexd tagnak PE— 1 tényezdje is.) Ha tehat a sejtett azonossagot
m

a (2)-beli
N(m)=m+1)(m+2)-...-(m+n)

nevezdvel, az m hatarozatlannak n-edfokt polinomjaval megszorozzuk:

=2"2m+1)2m+3)-...- 2m+2n—1),

a bal oldalnak mind az (n + 1) tagja n-edfokt polinomja az m-nek, igy F(m) Osszegiik is, mert az m" hatvany
egylitthatoja minden tagban pozitiv. Ugyancsak n-edfoka polinom a (3)-nak G(m) jobb oldala is.

Két egyezs fokszamu (egyvaltozos) polinom akkor és csak akkor azonos, ha értékiik 1-gyel tobb (kiilonb6z6) helyen
megegyezik, mint a fokszamuk. A bizonyitashoz megkivant (n + 1) helyet természetesen tetszélegesen valaszthatjuk,
legyenek ezek 0, —1, —2, ..., —n, vagyis a k szummacios beti (1)-ben eldirt értékeinek (—1)-szeresei.

Igy minden egyes m = —k esetben F/(m) = F(—k) egyetlen taghol all, mert az

m-N(m) (2k\ (2n—2k
k+m k n—=k
tag kivételével a tovabbi n tag mindegyikében megmarad a k + m = 0 tényezd. A megmaradé tag pedig igy alakul:
2k\ (2n — 2k
F(—k) = (—k)(—k+1)-...-(—2)-(—1)-1-2-...-(—k+n)(k)( Z_k )

megjegyezve, hogy ez az irasmod csak azt jelenti, hogy a (—k)-tol kezdve egyesével novekedGen kiovetkezs (n + 1)
tényez6 koziil kimarad a 0; elol k£ szamu negativ tényezd all — specidlisan m = k = 0 esetén nincs negativ tényezs —,

utana pedig (n — k) szamu pozitiv tényez6 — specidlisan m = —n, azaz k = n esetén nincs pozitiv tényezs.
Eszerint a binomialis egytitthatok el6tt 4116 n db tényezs a (—1) tényezSk kiemelésével két faktoridlisba foglalhato
Ossze, illetve m = 0 és m = —n esetén egybe. A binomiélis egyiitthatok is kifejezhetSk faktoridlisokkal, ezért

| (2k)! (2n — 2K)!
KR =k (n— k)

F(=k) = (=1)*k!(n — k)

A szamlalokat tovabb alakitjuk a (2r)! paros és paratlan tényezdinek kiilonvalasztasaval adodo
2rl=(2-4-6-...-2r)-(1-3-5-...-(2r—1)) =
=2"-(1-2-3-...-7)- (1-3-5-...-(2r — 1)),
(2r)!
7l

=27.1-3-...-(2r—1)



azonossag felhasznalasaval:
F(=k)y=(-1)*.2".1.3....-(2k—1)-1-3-...-(2n — 2k — 1),

ismét megjegyezve, hogy a 2" tényez6 utén elészor k szami, majd (n — k) szamu tényezs all 1-t6l 2-esével névekedve
— és ez érvényes k = 0 és kK = n esetén is.

Ha itt a (—1)]“ tényezdvel, azaz k szamu (—1)-es tényezdvel beszorzunk a mondott els6 k szamu tényezdbe, és ezek
sorrendjét megforditjuk, akkor

F(—k) =2"(=2k +1)(=2k +3) - ... (=3)(=1)-1-3-...- (2n — 2k — 1),

ez pedig éppen a G(m) értéke az m = —k helyen [lasd (3) jobb oldalat].
Ezzel a sejtett azonossagot bebizonyitottuk, (1)-nek szumma jelet nem tartalmazé alakja a (2), a feladatot megol-
dottuk.

Veres Sdndor (Debrecen, Fazekas M. Gimn., M. o. t.)

Megjegyzések: 1. Nem lényeges a feladat szovegének ez a korlatozasa: m természetes szam, az F(m) = G(m)
azonossagot minden valds m-re igazoltuk a specialis értékek felhasznalasaval. Ugyanigy (1) és (2) egyenlGsége is fennall
minden olyan helyen, ahol értelmezve vannak.

2. A feladat tulajdonképpen az (1) Gsszegnek szorzattd alakitasa volt, arra gondolva, hogy szorzatok altalaban

kényelmesebben szamithatok vagy kezelhetGk tovabb, mint Osszegek, kiilondsen szorzatok Osszegei. De ha a Z jel

példajara az ,@s igy tovabb”-nak ,,...” jelét sem engedjiik meg, latszolag eltiintethetjiik ezeket (2)-bdl, faktorilisok,
binomidlis egyiitthatok bevezetésével. m-en ismét természetes szdmot értve, a nevezd mindjart igy irhato:
m+n)!
m)!

Es ha (2)-t a nevezdjével bévitjiik, majd a szamlalo n db 4j tényezéjének mindegyikét 2-vel szorozzuk és igy beiktatjuk
két-két eddigi tényezd kozé, akkor ezt is irhatjuk két faktoridlis hanyadosaként, majd az egész kifejezést két binom
egyiitthat6 hanyadosaként:

(2m+1)2m+2)2m+3)-...-(2m+2n—1)2m +2n)
(N (m))”
B (2m + 2n)!m!Im! B (221721”)
@m)(m+n)l(m+n)t (2

Az s igy tovabb” a faktoridlisban rejtve van jelen.

Veres Sdndor



