a) Sorozatunk korlatos, egy felsé korlatja 2, egy also korlatja 0.

Az also korlat nyilvanvalo. Masrészt ag < 2

a1 = (V2)" = V2 < 2, ennélfogva

az = (V2)" < (V2)* =2,
mert az alapra v/2 > 1, és az 1-nél nagyobb alapt exponencialis fiiggvények monoton névekedsk. Es hasonléan, ha
valamely k indexre ay < 2, akkor ez a nagysagviszony 6roklgdik a kovetkezd elemre:

ars1 = (V2)™ < (V2)? =2,

ezzel bebizonyitottuk allitasunkat.
b) Konnyt belatni, hogy az a,, sorozat szigortan monoton névekedd. n = 1 mellett a; = V2 >1=a. Ha pedig
valamely k(> 1) indexre fenndll ar > ax_1, akkor az emlitett monotonsag alapjan

Ap+1 — Ak = (\/5)‘“C — (\/5)‘11671 > (\/i)ak—l _ (\/i)ak—l =0.

E két megallapitasunk alapjan alkalmazhatjuk a kovetkezs tételt: foliilr6l korlatos, szigorian monoton névekvs
sorozat konvergens. Eszerint az a,, sorozat konvergens, a feladat megoldéasat befejeztiik.

Megjegyzések. 1. A felhasznélt tétel igy folytathatod: ... és hatarértéke egyenls a felsG korlatainak legkisebbikével
(més néven: a sorozat F' fels¢ hataraval). Ezt bizonyitjuk. Valasztva egy tetsz6leges e pozitiv szamot, meg kell hozza
adnunk egy olyan N kiiszObszamot, hogy minden olyan n-re, amelyre teljesiil n > N, teljesiiljon |a, — F| < ¢ is, azaz
F > a, alapjan F' —a, < ¢.

Nem lehetséges, hogy ne legyen ilyen N. Ha ugyanis minden n-re F' — a,, > € volna, akkor minden n-re a,, < F —¢
azaz F —e(< F) is fels6 korlatja volna a sorozatnak, holott F' a legkisebb fels6 korlatja. Ha pedig valamely r indexre
F — a, < ¢, akkor minden n > r indexre a, < a, < F, tehat F —a,, < F — a, < €.

2. Mivel sorozatunknak nincs legnagyobb eleme, folvetGdhet az olvasoban a kérdés az elébbi F-fel kapcsolatban:
hatha hasonl6an nincs legkisebb az a, sorozat fels6 korlatai kozt. Allitjuk, hogy barmely foliilrsl korlatos (végtelen
szamhalmaz felsd korlatai kozt van legkisebb — ez a mondott fels hatar —, bizonyitasara azonban itt nem terjeszkediink
ki; az an. fels6bb matematikaban ez alapveté tétel.

3. Kézenfekvs az a sejtés, hogy sorozatunkra F' = 2, azaz lim a, = 2. A bizonyités azonban itt is messze vezetne.
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4. A kittzésben tévesen a1 = 1 szerepelt, igy ag nem volt definidlva. Helyesen jegyezte meg két versenyzs, hogy ez
az eliras sem a korlatossagot nem zavarja, sem a konvergenciat. Ha netan ag > 2, akkor ag felsé korlat.



