(1) 1-2+3, 4-54+6, ..., (Bk—2)(3k—1)+ 3k, ...
Az allitas a sorozatnak minden egyes tagjara érvényes, vagyis az egytényezds szorzatokra:
(2) (3k — 2)(3k — 1) + 3k = 9k* — 6k + 2 = (3k —1)* + 12,

Erre tekintettel el6szor azt bizonyitjuk altaldban, hogy két kéttagt négyzetosszeg szorzata irhato kéttagi négyzetdsszeg
alakjaban. Valoban:

(a® + ) (a? + B?) = a*a? + b?B% + 2aabB + a* B2 + b*a® =

3) (e + bB)* + (af — ba)?,

(ace — bB)* + (aB + ba)?,
vagyis a kivant elGallitas altalaban 2-féleképpen is lehetséges. Ehhez sorozatunk esetében mér csak két dolgot kell
hozzatenniink:

Mivel a, b, o, B szerepére egész szamokat gondolunk, azért a (3) eredmények mindnégy zardjeles kifejezése egész
szam.

Mivel A- B-C = (A - B) - C, azért megallapitasunk a sorozat akdrhany elemének szorzatara érvényes.

Megjegyzések. 1. Mivel a 0 is egész szam, azért gondolhatunk arra is, hogy a széban forgd szorzat esetleg maga
egy négyzetszam. Ez adodik mindjart, ha a sorozat egy elemét 6nmagéval szorozzuk, amit a feladat nem zar ki.
Megmutatjuk ezért, hogy ha az (1) sorozat két kilonbézd elemét szorozzuk Ossze, akkor a (2)-re tdmaszkodo (3)
elsallitasok alapjai kozt nincs 0.

A (2) elsallitas szerint szamaink a® + 1 alakuak, ezért b = 3 = 1 esetére (3) igy alakul:

(> +1)(®+1) = (aa+ 1)+ (a—a)® = (aa — 1)* + (a + a)?,
amde kiilonb6zs elemeket véve a—a # 0 és ac—1 # 0 (hiszen elég nem negativ szamokra gondolni a, b, «, 8 szerepében).

2. A (3) alatti két elgallitasbol tulajdonképpen elég lenne csak az egyiket felirni, hiszen « és 8 folcserélésével
(vagy a és b cseréjével) egymasba mennek at, ami viszont a bal oldalt nem valtoztatja meg. Csak az emberi figyelem
természetére gondolva irtuk ki: a tetszetds azonossig szemlélete kozben megfeledkeziink, hogy a bal oldal tényezsire
alkalmazhaté a kommutativ torvény. Az egyezGen kiejtett latin és gorog betiik nem hoznak létre megfeleltetést a két
négyzetosszeg tagjai kozott.

3. Vannak az (1) sorozatnak olyan elemei, amelyek (2)-t6l kiilonb6z6 médon is irhatok négyzet 6sszegként: 7-84+9 =
65 =82412=72+4%16-17+18 = 290 = 172+ 12 = 1324112, az utobbi alakokra természetesen nem érvényes el6bbi
allitasunk. Ezek magyarazata a 65 = 5 - 13 és 290 = 2 - 145 el6allitas, ahol 13, 2 és 145 nem tagjai sorozatunknak, de
13=3%+2%2=124+12 145 = 122 + 1, és igy (3) alkalmazhato, s6t fennall 145 = 5 - 29 = (2% + 1?)(5% + 2?) is. Az
érdekl6dsk szamos tovabbi érdekességet talalhatnak.

4. A sorozatunk elemeibdl képzett szorzatok kéttagi négyzetosszeg felbontasainak szaméara a fentiek szerint az
sejthetd, hogy legalabb 27! ahol n az sszeszorzott elemek szama. Ajanljuk az érdekléddknek megvizsgalasra pl. az
5 - 26 - 65 szorzatot.



