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Azt fogjuk belatni, hogy az allitds azzal a megszoritassal is igaz — amennyiben (1) két oldala kozt egyenlGséget is
megengediink —, ha A helyére a BCD sik tetszés szerinti pontjat irjuk. Ha ugyanis A vetiilete e sikon A’, akkor —
valodi tetraéder, azaz nem egy sikban levé 4 cstics esetében — A'B < AB és A'C < AC és A'D < AD, tehat A'-t irva
A helyére, (1) bal oldala csokken; masrészt a BC'D sik barmely pontja lehet egy ABC D tetraéder negyedik csicsanak

vetiilete.
A haromszogeknél szokasos betiizésre attérve ezt fogjuk tehat bizonyitani:

@) PA? n PB? L pPC? > 1
BC?  CA?  AB? =7

ahol A, B, C egy valodi — azaz el nem fajult — haromszog cstcsai, P pedig a haromszog sikjanak tetszés szerinti pontja.
Legyenek egy derékszogl koordinata-rendszerben A(za, ya), B(xp, yg),
C(zc, yo) és P(u, v), tovabba legyen roviditésiil

11 11 11
BC? ~ a2 “p =7 -

Ekkor (2) bal oldala igy alakithato:

af(u—x4)* + (v —ya)?] + Bl(u—z5)* + (v —yB)*] +[(u —zc)* + (v —yo)?] =
= (a4 B+7)(u® +v%) = 2u(axa + Brp + yro) — 2v(aya + Bys + Yyo)+
+a(zy +y4) + Bah +yp) + (= +y2) =

2 2
(3) =(a+B+7) Ku - a“;f;'r;wc) + <v = o‘yA;fZB;;WC) } + {a(xi +yA)+
2 2 2 2 (axa + B +v20)®  (aya + Bys +yc)?
+Blh 4 ) 4 olat 4oy - (DTt Arpasol  (wt Puntawe) |,

Rogzitett A, B és C, valamint «, 3, v értékek mellett, P helyzetét viszont valtoztatva, itt csak u és v valtozik,
vagyis a kifejezés els6 tagja. E tag legkisebb értéke 0, ti. akkor, ha

azy + Brp +yro aya + Bys + vyc
(4) u = és v =
a+pB+y a+ B+

hiszen «, 3, v pozitiv szdmok, ezért Osszegiik is pozitiv. Igy pedig allitasunkhoz elég azt belatnunk, hogy (3) tovabbi
— a kapcsos zardjelben all6 — tagjainak 0sszege nem kisebb 1-nél.

Ennek az osszegnek az atrendezésével az o’-et, %-et és y2-et tartalmazo tagok dsszege 0, az a3 szorzatot tartalmazo
tagok, kell6 alakitassal

af
(5) oBl(@a —z)° +(ya—yp)’] _ 0Bf-AB* o
at+ B4y S a+ B+ a+fB+y

A betiik szerepe szimmetrikus, a 5y és a ya szorzatot tartalmazé tagok hasonléan alakithatok, eszerint a (4) koordi-
natakkal meghatarozott pontra vonatkozoan (3) értéke

és azt akarjuk belatni, hogy az osztand6 nem kisebb az osztonal. Mivel mindketts pozitiv, elég azt belatni, hogy a
kiilonbségiik pozitiv vagy O.
Ez fele a kovetkez6 kifejezésnek:

[@®(B—=7)*+ B (v — @)® + v (e — B)*] : By,

ami pedig valéban nem lehet negativ, egyenléség akkor és csakis akkor all be, ha a = 8 = ~, specialisan ha az ABC
haromszog egyenld oldala.

Ezzel allitasunkat — és az elGrebocsatottak szerint egyben a feladat allitasat is — bebizonyitottuk, valodi ABCD
tetraéder esetében (1)-ben nem allhat egyenlGség.



Még csak azt jegyezziik meg, hogy a (4) koordinatakkal meghatarozott pont mindig létezik, (3) valtozo részének
értéke arra a pontra nézve 0, és ezért az allitds nem élesithets, vagyis (1) jobb oldalara (1 + €)-t irva, ahol € pozitiv
szam, mar megadhaté olyan valodi tetraéder, melyre a moédositott allitas nem érvényes.

Pdles Zsolt (Satoraljatjhely, Kossuth L. Gimn., III. o. t.)
Megjegyzés. Nem nehéz belatni, hogy a (4) koordinatéakkal megadott pont rajta van az AB oldalt
1
B:a= 22 D —

aranyban oszté pontot a C' csuccsal 0sszekotd egyenesen, ugyanigy a BC-t v : : 8 és a CA-t « : v ardnyban 0szt6
pontot a szemben levd csticesal 6sszekotd egyenesen. E 3 egyenes Ceva tétele alapjan egy ponton megy at, ugyanis



