(1) pr? +qP +re+sy+t=0

Tegyiik fel, hogy az (1) egyenletet két egymést metsz6 egyenes pontjai — és csak ezek — elégitik ki. Legyenek a két
egyenes M metszéspontjanak a koordinatai M (u;v), ekkor

(2) pu? + qu? +ru+sv+t=0.
Ha a P (z;y) koordinatakra teljesiil (1), akkor a
(3) §=z—u, n=y-—v

koordinatakra
p(E+u)? +qn+v)° +rE+u)+s(n+v)+t=0

teljesiil, ami (2) alapjan ekvivalens a

(4) PE* +an* + 10 + som =0
egyenlettel, ahol

(5) ro =2pu+r, So=2qu+s.

Megforditva: ha (&;n)-ra teljesiil (4), akkor a (&;7n)-hoz (3) alapjan hozzarendelt (x;y)-ra teljesiil (1). Mivel P-vel
egylitt az M P egyenes minden pontja kielégiti az (1) egyenletet, ha (z; y)-ra teljesiil (1), akkor tetszsleges t mellett az

xr=u+tlx—u); y=v+itly—o)

koordinatakra is teljesiil (1). A fenti atfogalmazas szerint ez azt jelenti, hogy ha (&; n)-ra teljesiil (4), akkor (¢&;tn)-ra
teljesiil az, vagyis (4) maga utan vonja a

(p€2 + qn?)t? + (o€ + son)t =0

teljestilését is. Viszont (4)-bdl
(P€? + an*)t* + (ro€ + son)t* = 0.

A két egyenletet Gsszevetve:
(6) ro§ + son = 0.

Ezek szerint valamely (£;7) parra csak agy teljesiilhet (4), ha erre a parra (6) is teljesiil.
Visszatérve (3) segitségével az (z;y) koordinatakra, (6)-bol a

(7) Tox + Soy = rou + SoU

egyenletet kapjuk. Ha 7o, so valamelyike nem volna 0, akkor (7)-et csak egy egyenes pontjai elégitenék ki, és csak ezek
a pontok elégithetnék ki (1)-et — ami feltevésiink szerint nem lehet. Tehat

(8) To = So = 0,
miatt (4) a kovetkezs egyenlettel azonos
(9) P +an* = 0.

Ha itt p = ¢ = 0 volna, (9)-et tetsz6leges (&;n), és (1)-et tetszbleges (z;y) kielégitené. Ha (9)-ben p = 0, ¢ # 0 volna,
(9)-et csak az n = 0, és (1)-et csak az y = v egyenes pontjai elégitenék ki. Hasonléan kapjuk, hogy p # 0, ¢ = 0 sem
lehet, tehat pg # 0. Az sem lehet, hogy p és ¢ elGjele megegyezzen, hiszen ekkor (9)-et csak £ = n =0, és (1)-et csak
x = u, y = v elégithetné ki. Tehat (1) csak akkor lehet két metsz§ egyenes egyenlete, ha

(10) pg < 0.
Ekkor (8) és (5) alapjan
(11) Uu=—-—— v=-——

tehat (2) szerint
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Ezzel belattuk, hogy (10) és (12) sziikséges feltétele annak, hogy az (1) egyenletet két egymést metsz8 egyenes pontjai
— és csak ezek — elégitsék ki.
Ha a p, q, r, s, t paraméterekre teljesiil (10) és (12), akkor (1) ekvivalens a

(13) ple—u)’ +q(y—v)*=0
egyenlettel, ahol u-t és v-t (11) hatarozza meg. Legyen 1 A, akkor (13) ekvivalens az
p

[(z—w)+ Ay —v)][(z —uw) = Ay —v)] =0
egyenlettel, amit viszont az

(14) (2 —u) + Ay —v) =0,
(15) (x—u) = Ay —v) =0

egyenesek pontjai — és csak ezek — elégitenek ki. Mivel A # 0, a (14) és (15) egyenletek kiilonb6z6 egyeneseket hataroznak
meg, amelyeknek (u;v) kozos pontja, vagyis (14) és (15) egymaést metsz6 egyenesek egyenletei. A (10) és (12) feltételek
teljesiilése esetén tehat (1) egymast metsz6 egyenespar egyenlete, ezzel belattuk, hogy a keresett sziikséges és elégséges
feltétel a (10) és (12) teljesiilése.



