AA, BB, CC,
1
(1) a4, T BB, TCo,
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I. megoldas. Az A3 A;C haromszog hasonld az A;CA haromszoghoz, mert As-nél levs szogiik kozos, tovabba
A1CAy<t = BCAs<t = BAAs<t = CAA><. A megtelels oldalak ardanyabol

A C CA
A1 Ay = AQCa, AsA = CAQR,

és igy (1) els6 tagja a haromszog oldalainak szokasos jelolésével a szogfelezs osztésaranya alapjan:

2

ab
AAy _Ads - Mids (4O | (Y
AAQ_ AAQ B CA B b B b+C '

Mivel a By és Cq, valamint a By és Co pontokat ugyanigy kapjuk, mint Aj-et, illetve Ao-t, azért az A, B, C,
valamint a, b, ¢ betiik ciklikus felcserélésével (1) tovabbi tagjait kifejezve, (1) helyett azt bizonyithatjuk, hogy minden

haromszégben
2 2 2
a n b n c S 3
b+c c+a a+b) T4

(u+v)? < 2u? + 207

A nyilvanvalo

azonossaghol
! 5 = ! )
(u+ ) 2(u? + v?)

ennek alapjan elég ezt bizonyitanunk:

a? b2 2

b2+C2+C2+a2+G2+b2

3
(2) >3

Bevezetve az
z=b0+c y=c+d, z=d>+0?
jeloléseket, a szamlalok, majd (2) igy alakulnak:

2 =y+z—xz, W=ztaz-y, 20=z+y-z
y+z—x+x+z—y T+y—=z2

+ >3,
x Y z
x z z
<_+%>+ (a+_>+(_+_) >,
y o z oy T oz
ami nyilvanval6 az ismert
1
r+—-—2>2
x

egyenl6tlenség alapjan.
Ko6nnyd belatni, hogy egyenléség mindeniitt akkor és csak akkor all, ha
a=b=c

Bara Tamds (Szeged, Sagvari E. Gyak. Gimn., IV. o. t.)

II. megoldas. A szogfelezés, a BAAs és CAAs keriileti szogek egyenlGsége alapjan a szaraik kozti BAs, C'Ag
ivek valamint harok is egyenl6k, ezért A, rajta van a BC oldal felez6 merélegesén. Jeloljiik ennek a BC' oldalon levé
pontjat F-fel, a koron levé masik pontjat Fy-vel.
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Igy AsFyA 6s Ay A F derékszogt haromszogek — vagy pedig Fy azonos A-val, F az Aj-gyel —, ezért Aj Ay > F A,
és AA2 Z F2A2, tehéat

Ai1As S FAs

AAy T FAy
AA AA FA 1y
3) Loy A 2 _ BEF
AA, AA, Ay FhAp

Marmost Fo ' = F5,0 + OF, aszerint véve az elGjelet, hogy a BAC< = BOAs< hegyesszig-e vagy tompaszog. Ez
a vagylagossig ismét egységgé valik, ha OF-et az OB sugar vetiiletének tekintjiik az O-t6l Ay felé irdnyitott FpAs
atmeérdre (a szogek szokasos jelolésével):

BEF  FRO+OBceosa 1

Ay 2F0 B 2 * 2 os
tehat (1) els6 tagjara
AA; 1
< -4 = .
(4) AA2_2—|—2cosa

Meggondolasunk a betiik kell6 cseréjével (1) masodik és harmadik tagjara is érvényes, ezért (1) bizonyitésara
elegendd igazolni a bel6le (4)-nek és megfelelinek behelyettesitésével adodo

3
(5) cosa+cosﬁ+cos7§§
egyenlétlenséget.
Itt ismert goniometrikus azonossagok alapjan az elsé két tag Osszegére
(6) 2cosa;—ﬁcosa;6§2COSM=251ng,

2
mert (a4 3)/2 < 90°; a harmadik tag 1 — 2 sin? /2, ezekkel pedig (5) jobb és bal oldalanak kiilonbsége nem kisebb,
mint
(7) L osn?? —osn? —ofsin2 -1 " 50
2 2 2 2 2) =7
Ezzel (5)-6t — ami kiilonben elég gyakran el6fordulo egyenl6tlenség a haromszog szogeire — és vele a feladat allitasat

is bebizonyitottuk.

(3)-ban, (4)-ben és (6)-ban — mint emlitettiik — egyenléség all, ha AB = AC; ezért ha még BC = AB is fennall,
vagyis ha az ABC haromszog egyenls oldalt akkor (5) és (7) két oldala is egyenls. Ebben az esetben, de csakis ekkor,
egyenldség all (1)-ben is. Valoban, szabalyos haromszog esetében (1) bal oldalanak mindharom tagja 3/4.

Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy AA; = f, jeloléssel

AA 2
AA2 - bC,

ezzel (1) igy alakul:
2o 29
Ja 4 by e o7
be + ca + ab — 4



Az 1799. feladatban] viszont ezt bizonyitottuk:
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S

+ 24
ca

ahol a szadmlalokban a stalyvonalak hossza all. Végiil a magassagokra

>

®‘|CIJ
S e

)

SR
| ©

Mo < fa(< 84),
tehét ezekre méginkabb

!Lasd K.M. L. (1973) 118. old.



