I. megoldas. Helyezziink koordinatarendszert az alakzatra, legyen az origdja Ay, = tengelye a BC egyenes, a

csucsok koordinatai B(—a/2, 0), C(a/2, 0), A(d, m,) (1 abra.).

J

Az AB = AC esetet — ill. a szokasos jeloléssel ¢ = b — eleve kizarjuk, mert ekkor a foltevés szerint a = b = ¢, a
haromszog egyenld oldald, az allitasbeli SO egyenes hatarozatlan, az éllitas targytalan
Legyen A; abszcisszdja e, erre a szogfelez6 osztasi ardnya alapjan

AB : AO = AlB : Alc,

és mivel az értelmezés szerint As(—e, 0), ezért az AAs egyenes irdnytangense

Mg 2mq(b+¢)

™M= aTre 2d(b+c)+al(c—b)

(1)

A sulypont koordinatai: S(d/3, m,/3).
A koriilirt kér O kozéppontjat az AB szakasz felez6 merdlegese metszi ki BC' felez6 merdlegesébdl, az y tengelybdl.

Az AB szakasz felezGpontja és iranytangense
d a Mg
2 47 2 )

igy felez6 mergGlegesének egyenlete, majd abbdl = 0 helyettesitéssel O-nak yg ordinataja
Mg, 2d +a d n a
_ e _ r— -4
Y7 2m, 2 1)
My 2d+a<a d)4mi—a2+4d2

me  2mg
a 2d+a’

2

42 8my

Yo— 37 12d2 +4m? — 3a?
meo = = — .
d 8dmy,,

Az allitas szerint az a® = be foltevés mellett my és mo egymas negativ reciprokai. Ennek igazolasara szorozzuk

szamlalojat és nevezGjét (¢ — b)-vel:
2myg(c? — b2
@) = .
2d(c® —b%) +a(c—b)




és fejezziik ki b-t, c-t a koordinatakkal:

Innen, a be = a? foltevest is folhasznalva
? —b? = 2ad,
3
(c—b)* = 4+ b% —2d% = 2d% + 2m? — §a2.

Ezekkel (2) igy alakul:
4admy, 8dmy,,

) T 1282 1 4m2 — 3a2’

3
dad? +a (2d2 +2m2 — 5(12

és ez valdéban negativ reciproka mo-nek. Ezzel az allitast bebizonyitottuk minden olyan esetre, ha AB # AC. Ismeretes
ugyanis, hogy S csak az egyenlé oldald haromszégben esik egybe O-val, masrészt ¢ > b mellett d > 0, e > 0, a
felhasznalt d + e, 2d + a, ¢ — b nevezgk, ill. szorzé mindegyike pozitiv.
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II. megoldas. Azok szamara, akik ismerik a vektorok skalaris szorzatat, leirunk egy masodik megoldast is. Va-
lasszuk origonak az A csucsot, B és C helyvektorat jeloljiik rendre b-vel, c-vel, e vektorok hosszat A-val és p-vel (2.
abra).

A B, c -C

lel=at

2. dbra

Akkor As helyvektora

— Ab + puc
AAy = ———
A+ p

3

a haromszog S sulypontjanak a helyvektora pedig

A_bre

A koriilirt kor K kozéppontjanak a helyvektora
:4—1? =yb + zc

olyan y és z skalaris mennyiségekkel, amelyekre KCyl AB és K Byl AC, azaz amelyekre teljesiil

3) (s-3)p+eefb=0.fmw+ (- 1) |e=0

Azt kell megmutatnunk, hogy SK 1 AAs, azaz

[(y—%)b—k (z—%) c] (Ab + pe) = 0.

Szorozzuk meg (3)-et \-val, (4)-t p-vel, és a kapott egyenleteket adjuk Ossze:

A3+ pd

(yb + z¢)(Ab + uc) = 5



Ennek alapjan elég megmutatni, hogy

(b +c)(Ab + pc) = S (X* + p°),

Wl
DN | =

200 + 1) + 2(A + p)be = 3(A\° + 41%),
2be = A% + 2 — A\
Jeloljiik BC' hosszat h-val, akkor
2bc = A2 + 12 — (b —c¢)? = N + p? — h?,

tehat azt kell megmutatnunk, hogy h? = Ay ami viszont épp a feladatunk elsé feltétele; a bizonyitast befejeztiik.



