
I. megoldás. Helyezzünk koordinátarendszert az alakzatra, legyen az origója A0, x tengelye a BC egyenes, a


sú
sok koordinátái B(−a/2, 0), C(a/2, 0), A(d, ma) (1 ábra.).

1. ábra

Az AB = AC esetet � ill. a szokásos jelöléssel c = b � eleve kizárjuk, mert ekkor a föltevés szerint a = b = c, a
háromszög egyenl® oldalú, az állításbeli SO egyenes határozatlan, az állítás tárgytalan.

Legyen A1 absz
isszája e, erre a szögfelez® osztási aránya alapján

AB : AC = A1B : A1C,

c : b =
(

e+
a

2

)

:
(a

2
− e
)

e =
a(c− b)

2(b+ c)
, (6= 0)

és mivel az értelmezés szerint A2(−e, 0), ezért az AA2 egyenes iránytangense

(1) m1 =
ma

d+ e
=

2ma(b + c)

2d(b+ c) + a(c− b)
.

A súlypont koordinátái: S(d/3, ma/3).
A körülírt kör O középpontját az AB szakasz felez® mer®legese metszi ki BC felez® mer®legeséb®l, az y tengelyb®l.

Az AB szakasz felez®pontja és iránytangense

(

d

2
−

a

4
,

ma

2

)

,
ma

d+
a

2

=
2ma

2d+ a
,

így felez® mer®legesének egyenlete, majd abból x = 0 helyettesítéssel O-nak y0 ordinátája

y −
ma

2
= −

2d+ a

2ma

(

x−
d

2
+

a

4

)

,

y0 =
ma

2
−

2d+ a

2ma

(

a

4
−

d

2

)

=
4m2

a
− a2 + 4d2

8ma

.

Ezekkel az SO egyenes iránytangense (mivel d 6= 0)

m2 =
y0 −

ma

3

−
d

3

= −
12d2 + 4m2

a
− 3a2

8dma

.

Az állítás szerint az a2 = bc föltevés mellett m1 és m2 egymás negatív re
iprokai. Ennek igazolására szorozzuk

számlálóját és nevez®jét (c− b)-vel:

(2) m1 =
2ma(c

2 − b2)

2d(c2 − b2) + a(c− b)
2
,
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és fejezzük ki b-t, c-t a koordinátákkal:

b2 =
(

d−
a

2

)2

+m2

a
, c2 =

(

d+
a

2

)2

+m2

a
.

Innen, a bc = a2 föltevést is fölhasználva

c2 − b2 = 2ad,

(c− b)
2
= c2 + b2 − 2a2 = 2d2 + 2m2

a
−

3

2
a2.

Ezekkel (2) így alakul:

4adma

4ad2 + a

(

2d2 + 2m2
a
−

3

2
a2

) =
8dma

12d2 + 4m2
a
− 3a2

,

és ez valóban negatív re
iproka m2-nek. Ezzel az állítást bebizonyítottuk minden olyan esetre, ha AB 6= AC. Ismeretes

ugyanis, hogy S 
sak az egyenl® oldalú háromszögben esik egybe O-val, másrészt c > b mellett d > 0, e > 0, a
felhasznált d+ e, 2d+ a, c− b nevez®k, ill. szorzó mindegyike pozitív.
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II. megoldás. Azok számára, akik ismerik a vektorok skaláris szorzatát, leírunk egy második megoldást is. Vá-

lasszuk origónak az A 
sú
sot, B és C helyvektorát jelöljük rendre b-vel, 
-vel, e vektorok hosszát λ-val és µ-vel (2.
ábra).

2. ábra

Akkor A2 helyvektora

−→
AA2 =

λb+ µ


λ+ µ
,

a háromszög S súlypontjának a helyvektora pedig

−→
AS =

b+ 


3
.

A körülírt kör K középpontjának a helyvektora

−−→
AK = yb+ z


olyan y és z skaláris mennyiségekkel, amelyekre KC0⊥AB és KB0⊥AC, azaz amelyekre teljesül

(3)

[(

y −
1

2

)

b+ z


]

b = 0,

[

yb+

(

z −
1

2

)




]


 = 0.

Azt kell megmutatnunk, hogy SK⊥AA2, azaz

[(

y −
1

3

)

b+

(

z −
1

3

)




]

(λb+ µ
) = 0.

Szorozzuk meg (3)-et λ-val, (4)-t µ-vel, és a kapott egyenleteket adjuk össze:

(yb+ z
)(λb + µ
) =
λ3 + µ3

2
.
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Ennek alapján elég megmutatni, hogy

1

3
(b+ 
)(λb + µ
) =

1

2
(λ3 + µ3),

2(λ3 + µ3) + 2(λ+ µ)b
 = 3(λ3 + µ3),

2b
 = λ2 + µ2 − λµ.

Jelöljük BC hosszát h-val, akkor

2b
 = λ2 + µ2 − (b− 
)2 = λ2 + µ2 − h2,

tehát azt kell megmutatnunk, hogy h2 = λµ ami viszont épp a feladatunk els® feltétele; a bizonyítást befejeztük.
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