I. megoldas. a) Tekintsiik elGszor azt az egyszertd, kiilonleges esetet, ha az F talalkozasi pont éppen az ABC
haromszog sikjaban — més néven: a DEC haromszog sikjadban — jon létre, ekkor ugyanis a bizonyitas sitkmértani
feladatta egyszertsodik. Ekkor mindkét haromszoget 180°-kal forditottuk el a taldlkozasig. Foltevésiink azt jelenti
masképpen, hogy C benne van a DEF sikban, tehat vetiilete — amit vizsgalnunk kell — 6nmaga (1. abra).

1. dbra

Mivel a haromszog oldalait érinté kordk mindegyikének kozéppontjan dtmegy a haromszog mindegyik szogének
vagy a mellékszogének a felezGje, azért elég azt belatnunk az allitas bizonyitasara, hogy a DEF haromszog D-beli és
E-beli kiils6 szogeinek felez6i — vagy hogy ezek egyike és az F-beli bels6 szogfelezé — C-ben metszik egymast, hiszen
két szogfelez6 metszéspontja egyenls tévolsdgra van mind a harom oldal egyenesétél, dtmegy rajta a harmadik felezd
is.

C-nek a DF egyenesen levé Cp vetiilete a DF' oldal D-n tali meghosszabbitéasan van, mert a CDF sz0g mint a
C D A sz6g 4j helyzete tompaszog, hiszen AD < DB alapjan D az AC, szakaszon van, ahol Cy az AB alap felezGpontja,
egyszersmind C vetiilete a DFE egyenesen. Levonva e két szogh6l az EDF', illetve C1 DA szoget, amelyek egymasnak
csucsszogei, egyenl6k a maradé CDE és C'DCy szogek is, eszerint a DC félegyenes valoban felezi az EDC kiils6
szoget.

Atadva A itteni szerepét B-nek, D-ét pedig F-nek, kapjuk, hogy EC felezi a DEF szog kiilsé (mellék-) szogeit,
tehat C valoban kozéppontja a mondott kiilsé érinté kornek.

(Feltiingbben hasznaljuk ki a CA = CB egyenlséget, ami az F pont létrejottének sziikséges foltétele, a kovetkezd
egyenl@séglancolatban:

CFD<«=CAD<x=CAB«=CBA<«=CBE«=CFEq,

tehat F'C felezi a DF'E bels6 szogét a DEF haromszognek.)

b) A mar elintézett esetet kizarva, F' két helyzetben adodik — a haromszogeket a vizszintesnek gondolt ABC' sik
fole, illetve ala forditva. Mivel azonban az igy létrejott két alakzat egymaés tiikorképe az ABC sikra nézve, elég a sik
egyik oldalan létrejott F' helyzettel foglalkoznunk. Konnyebb elképzelés érdekében gy forditjuk el alakzatunkat az
AB egyenes mint tengely koriil, hogy a DEF sik alljon vizszintesen (2. dbra).

2. dabra

Koriink O kozéppontjat ismét az EDCy és DECs kiils szogeket felezs egyenesek metszéspontjaként tekintjiik
elgallitva, ahol C3 a C vetiilete az E'F' egyenesen. A DO egyenes felezi a sz6g ADF csucsszogtartomanyét is, igy pedig
egyben magassagvonala is az AF' D haromszognek, hiszen ez egyenld szari, alakzatunk elgallitasanal fogva: DF = DA.
Ugyancsak az elGallitasnél fogva CF = C'A. Ezek szerint O, D és C az AF szakasz felez6 meréleges sikjanak pontjai,
és ez a sik merdleges az AF-et tartalmazdé DEF sikra.

Meggondolasunkban D és A (és C1) szerepét rendre E-nek, B-nek (Cs-nak) atadva, O, E és C' a BF' szakasz
felez6merdleges sikjanak pontjai, és e sik szintén mer6leges a DEF sikra. Ennélfogva a két felez6 meréleges sik OC
metszésvonala is merdleges a DEF sikra, tehat O a C-nek e sikon levd merdleges vetiilete. Ezzel az allitast bebizo-
nyitottuk. (Kihasznéaltuk azt is, hogy a két sik kiilonb6z6, mert D és F kiilonbo6zdk, és O nincs rajta DE-n, igy tehat
OC-re a DEF sikban két kiilonb6z8, ra meréleges egyenest talaltunk: OD-t és OFE-t.)



A feladat szovegének harmadik mondatéban szerepls ,talalkozott” igealakot ugy értelmezziik, hogy a DEF harom-
sz0g létrejott; emiatt nem diszkutaltuk a D és E megvélasztasi lehetGségei és F' 1étrejotte kozti kapcsolatot.

Megjegyzések. 1. Konnyt latni, hogy az a) esetben az ACD és BCE szbgek Osszege éppen egyenls a DC'E szoggel,
a b) esetben pedig nagyobb néala; ekkor létrejon a C csicst CDEF testszoglet (triéder). Az

ACD<« + BCE<« > DCE<«
feltétel a feladat eredeti, AD < DB, AE > EB feltételeivel egyiitt elegendd is a triéder létrejottéhez, hiszen igy
ACD< < DCE<+ BCE« ¢é BCE< < DCE<+ ACD«.

2. O-nak a DEF haromszog belsejéhez képest elfoglalt helyzetébdl némi (egyenlGtlenséges) kovetkeztetést vonha-
tunk le a CDEF gulaban a DEF alaplap és a C-ben 0sszefuté oldallapok kozti lapszdgekre vonatkozoan: az FD, FE
alapéld oldallapok hegyesszoget alkotnak az alaplappal, a DFE élnél viszont tompaszog van. Az utébbi abbol is adddik,
hogy a CA, CB éleknek CF-fé egyesitése utdn F-nek az ABC haromszog sikjan levs vetiilete az AB-nek C-t nem
tartalmazo oldalara esik.

II. megoldas. Jeloljiik a kérdéses kiilsg érinté kornek a DE, EF, F'D egyenesen levs érintési pontjat — mas szdval
O-nak az egymés utani egyenesekre vald vetiileteit — rendre G, H, K bettvel.

3. dbra

A korhoz a D és E pontokbol huzott érintGszakaszok egyenlésége alapjan (3. abra):

FK=FD+ DK =FD+ DG = AD + DG = AG,
FH=FE+FEH=FE+EG=BE+ EG = BG,

és mivel még FK = FH is all, azért AG = BG. Eszerint G az AB szakasz felez6pontja, ami egyszersmind C-nek az
AB, azaz DFE egyenesen levs vetiilete. S mivel igy GC' is, GO is meréleges AB-re, azért a COG sik is meréleges ra,
ennélfogva a DEF sikra is.

Amikor a CAD haromszoget a CFD helyzetbe elforditjuk, forditsuk vele sikjanak G pontjat is, vagyis a CAG
haromszoget. Igy DG = DK alapjan G a K-ba jut, CG a CK-ba, és az el6bbihez hasonléan a COK sik is meréleges
a DEF sikra. Ekkor pedig ugyanez all CO metszésvonalukra is, tehat O valoban vetiilete a C-nek a DEF sikon, ezt
kellett bizonyitanunk.



