I. megoldas. Egy konvex négyszog akkor és csak akkor hurnégyszog, ha két szembenfekvd szogének osszege 180°.
Legegyszertibbnek tekinthetjiik a négy derékszoggel bird téglalap esetét, erre ugyanis mar n = 2 mellett helyes az allités,
mert barmelyik szemben levs oldalparjaval parhuzamos vagéssal két téglalapra vaghato, és a kettévagas akarhanyszor,
barmelyik résztéglalapon megismételhets. — Erre tekintettel elég bizonyitanunk a kovetkezd allitast: minden konvex
néqyszog szétvdghato 4 darab hurnégyszogre gy, hogy a részek kézil legalabb az eqgyik téglalap.

Ha a négyszognek van derékszoge, de nem mindegyik szoge derékszog, akkor természetesen két szemben levs
csucsanal vannak a derékszogek, és a tovabbi két szog csicsat Osszekotd atldo Thalész tétele alapjan a koriilirt kdrnek
atmeérGje és a négyszog belsejében halad (1. dbra).

1. dbra

Véve ennek barmely belsé pontjat, és merdleges szakaszt bocsatva bel6le mind a négy oldalra, az ad6dé talppont
mind a négy esetben belsé pontja az illets oldalszakasznak. E szakaszok mentén szétvagva a négyszoget, tiistént latjuk,
hogy két téglalap és két, a kiindulasihoz hasonld négyszog keletkezett, az allitas tehat helyes.

Ha pedig a négyszognek egyik szoge sem derékszog, akkor van tompaszoge, és az ezzel szomszédos szogek egyike
szintén tompaszog. Valasszuk ugy a betiizést, hogy a hegyesszogek csticsai A és B, a tompaszogek cstucsai C és D.
Allitsunk mercleges félegyenest C-ben a C'B, és D-ben a DA oldalra, a négyszoget tartalmazé partjukon. Ezek a
féelegyenesek a C'D szakasszal hegyesszoget zarnak be: v — 90°-ot, illetve 6 — 90°-ot, ezért metszik egymaéast egy M
pontban. Vegyiink tovabba AB-vel parhuzamosan egy olyan egyenest, amely elvilasztja a C', D pontpart az A, B, M
pontharmastol (2. abra), és jeloljik az MC, M D szakaszon levs pontjat E-vel, F-fel, tovabba ezek vetiiletét az AB
egyenesen rendre E’-vel, F'-vel.
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Megmutatjuk, hogy a CE, EF, FD, EE’ és FF' szakaszok menti szétvagas megfelel célunknak.

Ugyanis 8 < 90° miatt a CM félegyenes metszi a BA félegyenest, ezért M a C-b8l AB-re bocsatott merélegesnek,
C ,magassagvonalanak” B-t nem tartalmaz6, az AD-t tartalmazo partjan van; hasonloan o < 90° miatt M a D
magassagvonalanak az A-t nem tartalmazo, B-t és C-t tartalmazo partjan van. Ezek szerint M e két magassagvonal
kozti savban van, és itt van E, F is mint az M C, illetve M D szakasz pontja, tovabba E’, F' is. Masrészt E, F az
eredeti négyszogben is benne vannak, AB-nek a C-t és D-t tartalmazo partjan.

A szétdarabolés részei hirnégyszogek: EFF'E’ téglalap, AF'F D-ben és BE' EC-ben két—két szemben levé csticsnal
derékszog van, végiill a CEF D négyszogben

DCE <+ EFD< = (y—90°) + {360° — 90° — (180° — )} = v 4+ « = 180°.
Ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk.
Sévér Ferenc (Bonyhad, Petdfi S. Gimn., III. o. t.)

II. megoldas. A feladat allitasa ugyancsak mar n = 2 mellett érvényes akkor is, ha a kiindulasi hirnégyszog szim-
metrikus trapéz, mert ezt barmely az alapjaival parhuzamos szelGje két szimmetrikus trapézra osztja. (Tulajdonképpen
a szimmetrikus trapéznak speciélis esete az I. megoldasban lényeges szerepet jatszott téglalap.) Ennek alapjan elég



azt bizonyitanunk, hogy minden olyan ABCD konvex négyszog, melynek egymads utani szogei o, 3, v és 9, és ezekre
a + v = 180° (tehat egyszersmind 8 + 6 = 180° is), szétvaghatod két szimmetrikus trapézra és két olyan négyszogre,
melyeknek egymés utani szogei «, B, v, 0. Egyszertiség kedvéért és az 1. megoldasra is tekintettel kizarjuk a kovetkezo
eseteket: «, f3, v, 6 kozt van derékszog, tovibba o = 8 és o = J; igy foltehetjiik, hogy

(1) a<fB<90°<d<n.

Olyan pontot keresiink, ahonnan a keresett 4 vagés kiindulhat. Az egyik szimmetrikus trapéz egyik hegyesszégét B-ben
kivanjuk ugy, hogy hosszabb alapja a BA oldal része legyen, szara a BC-nek része; a méasik trapéz rovid alapja pedig
a DA-nak, egyik széra a DC-nek legyen része. Mivel (1) szerint v+ 8 > 180° és v+ 6 > 180°, azért van az AD
szakaszon olyan C; pont és az AB szakaszon olyan Cs, hogy CCyAC: paralelogramma (3. dbra).

Q.

3. dbra

Ennek minden bels§ pontjan at huzhatd olyan parhuzamos AB-vel és AD-vel a két trapéz masik alapja céljara,
amely B és C, illetve D és C' kozott halad el, tovabba 8 > « alapjan a B cstcsi trapéz masik szara is benne lesz
a négyszogben. Avégett pedig, hogy a D csucsu trapéznak a DA-n levs csucsaban is 6 nagysigu szoge lehessen, a
keresett pontnak abban DAD; haromszogben is benne kell lennie, amelyre D1 DA< = B és D az AB oldal belsg
pontja. Ilyen D; van, mert 8 < 4.

A paralelogrammaéanak és a DAD; haromszognek van kozos belsé pontja, legyen egy ilyen P. Innen parhuzamost
htuzva Dj D-vel, AD-vel, AB-vel, rendre az AD, DC, CB oldal egy—egy belsé pontjiban érjiik el a négyszog keriiletét
— az &bran rendre Q1, Q2, Q3 —, végiil az AB oldal belsejében olyan Q4 is van, amelyre PQ4B < = Q3BQ4 < = 3. Igy
az AQ1PQ4 konvex négyszogben (Q4-nél §, Q1-nél B szog van, tehat P-nél v, és a PQ3C' Qo négyszdg szogei is rendre
Q, ﬁ; ) d.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. Tulajdonképpen elég lett volna egy szimmetrikus trapézt biztositani a 4 rész kozt, amint ezt az L.
megoldas végén a téglalappal tettiik. Igy viszont attekinthetGbben biztositottuk, hogy Q3 PQs <t = BAD < legyen.

2. Ramutatunk egy kifejezésre, ami elsd pillanatra csupan nyelvi kérdésnek latszik. Mindkét megoldasban ezzel
vezettiik be, hogy mit akarunk tenni: ,,elég bizonyitanunk, hogy ...”. Sokszor halljuk, olvassuk efféle helyzetekben:
»azt kell bizonyitanunk, hogy ...”.

Ha ez a ,kell” itt helyes volna, akkor az I. megoldas célkitlizése iitné a II. megoldast, hiszen az utébbi nem
biztositja az els6 szerint — mas szavakkal — sziikséges, nélkilozhetetlen téglalapot. (Forditva viszont a szimmetrikus
trapéz specialisan lehet téglalap.)

Az ,elég” azt jelenti: igy — lehet, a , kell” pedig valami ilyet: csak igy lehet. A | kell’-et mondot valdszintleg semmi
kiils6 koriilmény nem kényszeriti a tervezett eljarasra, legfoljebb az a bels6 koriilmény, hogy ¢ mdshogy nem tudja.
Aki pedig megelégszik az ,elég’-gel, az — esetleg — latja, hogy mdshogyan is lehetne. Oda jutottunk tehat, hogy ennek
a kiilonbségnek a tisztan latasa igen is lényeges matematikai kérdés, jobb attekintést mutat a kérdésben.

3. Kézenfekvs abbdl kiindulni, hogy a hdrnégyszoget a koréje irt kor O kodzéppontjabol az oldalakra bocsatott
merdélegesekkel vagjuk 4 részre. Ez azonban harmas esetszétvalasztasra vezet aszerint, hogy O bels6 vagy keriileti
pontja-e a négyszognek, illetve ha O kiviil van; igy a bizonyitas a fentieknél valamivel hosszabb.



