A feladat foltevései biztositjak, hogy az x1, zo gyokokbsl képzett

Sp =] + Th

Osszeg egész szdm. Megmutatjuk ugyanis, hogy s, minden n mellett elGallithaté mint a két gydk xy + 2 = —p
Osszegébll, x1xo2 = q szorzatabol és egész szamokbodl véges szami Osszeadas és szorzds utjan szamitott kifejezés.
Egyidejtien megvizsgaljuk a feladat kérdését: adott n mellett r-nek milyen kitev&ji hatvanyaval oszthaté s, ?

1. Az n = 1 esetben s = x1 + 29 = —p = —rp/, ahol p’ egész szam, és altaldban nem mondhatjuk, hogy s; az
r-nek 1-nél nagyobb kitevGji hatvanyaval oszthato.

Az n = 2 esetben

s2 = a3 +a3 = (x1 + 22)% — 2120 = p? — 2¢,

itt p*> = rp és —2¢ = —2r¢/, ahol p? és ¢’ egész szam. Bar az elsé tag oszthato r2-nel, de a masodik csak r-rel,
ezek egylitt so-re dltaldban csak az r-rel valo oszthatosagot biztositjak. (Specidlisan r = 2 esetében a mésodik tag is
oszthato r2-nel.)

Ha n = 3, akkor

s3 =@} + a5 = (v1 + x2)(a] + 23) — (2w + 2123) =

= —ps2 — v122(21 + 2) = —Pps2 + pg,
mindkét tag a 2. hatvanyaval oszthat6 r-nek, tehat ss is. Ugyanigy

54 =]+ 25 = (v1 +22)83 — (¥329 + 1173) = —ps3 — x1w2(x] + 23) =
= —PSs3 — qS2,
és a masodik tagra tekintettel csupan r2-rél allithatjuk, hogy vele s4 oszthato.

Jeloljiik e,,-nel azt a legnagyobb kitev6t (exponenst), amelyrdl allithatjuk, hogy s, oszthato r®*-nel, igy eddig a
kovetkezdket talaltuk:

n=1, 2,3, 4 mellett

en=1,1, 2 2,
azaz n-et 1-gyel novelve e, vagy valtozatlan maradt vagy maga is 1-gyel nétt: e, —e,—1 = 0 vagy 1 (ha n £ 4).
Mondhatjuk ezt is: e,, valtakozva megmaradt vagy nétt, és n-et 2-vel névelve e,, mindig 1-gyel nétt. Az utébbit fogjuk

altalaban bebizonyitani.
2. Mivel x; és xo az (1)-nek gyokei, azért fennall

x§+px1+q:0 és x§+px2+q:0.
Ezeket megszorozva rendre :E’f_2—ne1, :Eg_2—ne1, majd Osszeadva és rendezve
(2 +a5) +p(at ™! + 2571 + g2l + 2377 =0,
Spn = —PSn—1 — Sn—2-

A jobb oldal els6 tagja r-nek 1-gyel magasabb hatvanyaval oszthatd, mint s,_1, a masodik pedig 1-gyel magasabb
hatvanyaval, mint s, _o, azaz benniik az r alap (e,—1 + 1), ill. (e,—2 + 1) kitevivel szerepel. Ha tehat e,—1 = e,_2,
akkor s,,-re

en=¢énp_1+1,

és ekkor ugyanezzel a meggondolassal
Sn+1 = —PSn —qSp—1  alapjan  enq1 = ep,

vagyis az exponensek sorozatdban két egymds uténi, egyenls tagot — ha van ilyen par — két egyezd, naluk 1-gyel
nagyobb tag kdvet, specidlisan n — 1 = 4-re e5 = e¢ = 3; ha pedig e,—1 = e,—2 + 1, akkor hasonléan

en = €en_1, és ent1 = €n + 1,

vagyis ha az exponens-sorozat egy tagjara egy 1-gyel nagyobb kovetkezett, akkor a kovetkezs tag egyezik a legutobbival,
az erre kovetkezd pedig 1-gyel nagyobb, specidlisan n — 1 = 5 esetében eg = 3 és e7 = 4.

Mivel n < 4 esetében masféle kapcsolat nem volt e, 1 és e, _o kozt, ezzel belattuk, hogy a fent latott szabalysze-
riiségek altalaban érvényesek, vagyis a paros n-ekre, n = 2,4,...,2m... esetére e,, = 1,2,...,m,..., a paratlanokra
pedig, n =1,3,5,...,2m — 1 esetére e, = 1,2,...,m, azaz

€2m—1 = €2m = N,



amit a szamok egész részének | ] jelével osszefoglalva igy irhatunk:

{n—i—l}
€n = )

2

azaz s, oszthaté minden olyan r*-nal, amelyre




