I. megoldas. A két szélsGérték létezése azt jelenti, hogy fiiggvényiink derivaltjanak két kiillonbozs valos zérushelye
van, tehat az

(2) Y = 3ax® + 2bx + ¢ = 0, a#0
valoédi mésodfoku egyenlet diszkriminansa pozitiv:
(3) b* — 3ac > 0.

Jeloljiik a fiiggvénygorbének a szélsGértékekhez tartozo pontjait M-mel, illetve N-nel, koordinataik legyenek (z1, y1),
(22, y2). Azt, hogy az M N egyenes atmegy az O origon, ugy is mondhatjuk, hogy az OM és ON egyenes iranytangense
egyenlG:

Y1 Y2
(4) = azaz T1Y2 = T2Y1.

T T2
Foltehetjiik, hogy sem x1, sem x5 nem 0, hiszen 1 = 0, y1 # 0 esetén x5 # 1 miatt a kovetelmény nem teljesiilhet,
lévén az OM egyenes maga az y tengely; ha pedig pl. 1 = y; = 0, akkor M és N egyike azonos 0-val, kovetelményiink
semmitmondé. Ezt a foltevésiinket az fejezi ki, hogy az x1-et és xo-t megadd (2) egyenletben a két gyok szorzatéaval
aranyos

(5) ¢ #0.

Ezek szerint a # 0, (3), (4) és (5) sziitkséges és elegendd foltétele annak, hogy M, N és O egy egyenes egymastol
kiilonb6z6 pontjai legyenek, azonban még (4) helyére az (1) egytitthatoi kozti feltételt kell keresniink.
M és N ordinatajat xi-gyel, ill. zo-vel kifejezve, (4) igy alakul:

x1(axs + by + crg + d) = xo(axs + ba? + cxy + d),
amibdl rendezéssel, kiemeléssel
(o — z1){az122(x2 + 21) + br122 — d} =0,

és mivel (3) miatt o —x1 # 0, azért
ax122(x2 + 1) + br1z9 —d = 0.

Itt (2) alapjan

c n 2b
T1Txo — — X = ——
122 3a’ 1T X2 3a’
tehat (4) az egyiitthatokkal kifejezve
b
(6) oo —d=0, 9ad=be.

Ez az 6sszefliggés egyébként akkor is teljesiil, ha (2)-ben ¢ = 0, azaz 1 = 0, 2 # 0 és y; = 0, M azonos O-val, hiszen
ekkor (1)-bél d = 0.

Osszefoglalva: az a # 0 és (3) foltételek teljesiilése mellett a keresett Osszefiiggést (6) adja meg.

Megjegyezziik, hogy (6) megengedi a d = b = 0 értékrendszert is, amennyiben a és c¢ ellentétes elGjeliek (tehat
egyikiik sem 0). Ilyen esetben az origd éppen az inflexios pontja, szimmetriacentruma a fiiggvényt abrazolé gérbének.

Firedi Zoltdn (Budapest, Méricz Zs. Gimn. IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. Eredményiinket igy is kimondhatjuk. Ha a kérdéses fiiggvényben az a, b, c egyiitthatokat mar
megvalasztottuk gy, hogy b* — 3ac > 0 és a # 0, akkor hozzajuk megvalaszthato d a kovetelménynek megfelelGen
d =bc/9. (A ¢ =0 esetben csak gy teljesithets a kovetelmény, hogy az egyik szélsGérték x = 0-ban van.)

2. Az alabbi érdekes, a beérkezett dolgozatok kozt egyediilalld megoldast — a szerkesztGségi szokastol eltéréen —
minden valtoztatéas nélkiil kozoljiik. Ezért elére jegyezziik meg a kovetkezdket. Csak y = ax®+bax?+cx+d egyenlet alaki
harmadfokt gorbékrsl van szd. A szerzd nem irta fel az egylitthatokban a diszkriminans pozitivsagat, de megemlitette
a foltevés idevago részét. Természetesen kimondatlanul is all u # 0.

II. megoldas. Az 1595. feladatban] megmutattuk, hogy barmely harmadfoka gorbének van rajta elhelyezkedd
szimmetriacentruma. Barmely harmadfoku gorbét eltolhatunk tehat Ggy, hogy az origon atmenjen és erre szimmetri-
kus legyen. Es megforditva: barmely harmadfoku gorbe elsallithato egy, az origéra szimmetrikus harmadfoka gorbe
megfelels eltolasaval. Igy fogunk most mi is eljarni.

A két szélsGérték létezése egyben azt jelenti, hogy az origora szimmetrikus gorbének még két gyoke van: +u.
Harmadik gyoke 0, igy a minden, két szélsGértékkel rendelkezé kanonikus egyenletd harmadfoka gérbét leir6 egyenlet

(7 ve(z? —u?) = .

1K.M.L. 38 (1969) 9. old.



A két szélsGértéket 6sszekots egyenes most atmegy az origon, ezért a feladatbeli feltételnek megfelels Gsszes gorbét
ugy kaphatjuk meg, hogy (7)-et eltoljuk az egyenes mentén. Felirjuk az origohol az egyik szélsGérték-pontba mutatd
vektort:

y' = 3vz?® —uv =0,

LU ( ud B -3) 2 4
x = —_—, = —_ = — U v.
SRV 3v3  3V3

V3t
A vektor ——— skalarral val6é szorzata tehat
n

t +22t
al| —1u; —U v .
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»t7 valos szam, paraméter. Az Gsszes, a feladatnak megfelel gorbe egyenletét megkapjuk tehat, ha (7)-et eltoljuk a-val:
3 2 2 9
v[(z+t)’ —u(z+1t)=y— U vt.

Kifejtve, rendezve

%t
va® + 3vtz? + (3vt? — vu?)x + (vts — %) =y,

tehat
u’t )
3
A négy egyenletbdl  kiejtve” a paramétereket, megkapjuk a kivant Osszefiiggést. Az els6 egyenletbdl kifejezhetjiik
v-t, a masodikboél azutan t-t és a harmadikbol u-t; végiil a kivant 6sszefiiggés

a=v; b = 3ut; ¢ = 3ut? — vu?; d=uvt>—

9ad — bc = 0.

Az atalakitasok megfordithatosaga miatt, ha a szélsGértékek valoban léteznek, akkor az Gsszefiiggés nemcsak sziik-
séges, de elégséges feltétel is.

Kolldr Istvin (Budapest, Moricz Zs. Gimn. IV. o. t.)

ITI. Megoldas. Mivel a vizsgalt f(x) harmadfoku fiiggvénynek mindkeét szélsGértéke létezik, azért az
f'(x) = 3az® 4 2bx + ¢
fiiggvénynek két kiilonbo6z6 valos zérushelye van, tehét
a#0 és b% > 3ac.

Ha valamely u val6s szamra f'(u) = 0, akkor

1
u? = —%(%u—l— c),

amit kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy
flu) = —%(%u—i— ¢)+bu?+cutd=

b 2bu+c 2c 2c  2b? bc
=2 Lutd= (L2 d—2<).
3 34 37" (3 9a>“+< 9a>

Eszerint az (u; f(u)) koordinataju pont rajta van az

(2 262 4 (a be
Y=\3 0 )" 9a
egyenesen. Mivel a fenti megallapitds mind a két szélsGérték-helyre érvényes, ez az az egyenes, amely az f(z) fliggvény

gorbéjének a szélsGértékekhez tartozo pontjait 6sszekdti. Ez az egyenes akkor és csakis akkor megy at az origén, ha

be
0
9a ’

ez tehat a kérdezett Gsszefiiggés.



