Gorbénk centralisan szimmetrikus az origora, egy (x, y) pontjaval egyiitt ennek (—xz, —y) tiikkorképe is rajta van a
gbrbén, hiszen erre teljesiil (—y) = (—x)® — (—x). Eszerint a gérbe minden egyes érintéjének az origora valo tiikdrképe
is érinti a gorbét, a koordinata-rendszer egy Po(xo, yo) pontjan at ugyanannyi érintGje megy at a gorbének, mint a
P} (=m0, —yo) ponton at. Elég tehat az xop = 0 elSirdssal az y tengelytsl jobbra esS félsikra és magara e tengelyre
szoritkoznunk a vizsgélatban, a kapott eredmények tiikrozéssel a sik minden pontjara megadjak a valaszt.

Py-on az adott gorbe ¢ abszcisszaju (¢, 3 — t) pontjahoz huzott e érintd akkor és csak akkor megy at, ha P
koordinétai kielégitik e egyenletét :

yo — (£ =) = (3t* = 1)(wo — 1)

(az irAnytényez6 a gorbénkhez tartozo f(x) = 2 — x fiiggvény f'(z) = 322 — 1 derivaltjanak értéke a t helyen), eszerint
a megfelels ¢ értékeket mint az innen atrendezéssel ad6do

(1) o(t) = 2t* — 3x0t® + (z0 + o) =0

egyenlet valos gyokeit kaphatnank meg.

Feladatunk kérdése szempontjabol azonban elég azt tudnunk, hogy hdny valds gyoke van (1)-nek adott Py esetében.
Erre valaszt kapunk a ¢(¢) fiiggvény menetének, gérbéje fordulopontjainak vizsgalata alapjan. (p(t) gorbéjét egy ¢, u
koordinata—rendszerben gondoljuk dbrazolva, de ez azonos is lehet az eredetivel.) Derivaltja eltiinik, ha

¢ (t) = 6t% — 6zt = 6t(t — 29) = 0,

azaz at=0és at =1z (2 0) helyen.
Legyen egyel6re xo > 0. Ekkor (¢)-nek két kiilonb6z6 (valos) helyen van széls6 értéke, gorbéjének két forduldpontja

Fi(0, o+ yo) és Fy(wo, o+ yo — x}),

és mivel F, ordinataja kisebb, azért Fy a ¢(t) maximumat, F» a minimumét abrazolja. A ¢(t) gorbe t < 0 esetén
emelkedik, 0 < t < xg esetén siillyed, ¢ > ¢ esetén ismét emelkedik.

«) Ha marmost Fy és Fy ugyanazon az oldalan van a t tengelynek, més szoval F; és Fy ordinataja 0-t6l kiillonbozo
és egyenl§ elGjeld, azaz

a1) vagy xo +yo <0, azaz yo < —xo,
@) vagy o +yo —xg >0, azazyo > rp — o,

akkor () gorbéje csak egyszer metszi at a ¢ tengelyt — valamelyik emelkeds szakaszédban —, ezért (1)-nek 1 valos gyoke
van, és igy Pp-on egyetlen érintGje megy at az eredeti gorbének. (Ti. az o esetben a minimum utéan, valamiyen ¢ > xg
abszcisszan metszi at a ¢ tengelyt o(t) gorbéje, az a esetben pedig a maximum el6tt, valamilyen ¢ < 0 abszcisszan.)

Az oy foltételt teljesité Py pontok az y = —x és x > 0 foltételekkel jellemzett iy félegyenes alatt vannak, az s
foltételt teljesitSk pedig az eredeti gorbének x > 0 ive, g4 f6l6tt (1. abra).
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1. dbra

o’ ) Lényegében ugyanide vezet xo = 0 esete is, amikor ¢’ (t) sehol sem negativ, ¢ (¢)-nek nincs szélsé értéke, gérbéje
allandoan emelkedik, és (1) igy egyszertisodik :
2t + 99 = 0,

amit barmilyen yo érték esetén csak egy ¢ érték elégit ki.
B) Ha Fy és Fy, a t tengely két oldalan adodik, vagyis a két ordinata 0-t6l kiilonbozs és ellentétes eljeld :

To+yo>0ésxg+yo— o <0



(természetesen ismét xg > 0), akkor o(t) gorbéjének Fy el6tti, Fy és Fy kozti, valamint Fo utani ive kiilon—kiilon
atmetszi a t tengelyt, (1)-et 3 (kiilonboz6) ¢ érték elégiti ki, tehat Py-on az eredeti gorbének 3 (kiilonboz8) érintGje
halad 4t. Az el6bbiekhez hasonléan ekkor Py az iy félegyenes folott és a g4 gorbeiv alatt, vagyis koztiik van.

~v) Végil ha egyik fordulépont a ¢ tengelyen adodik, akkor a méasik alatta, ill. folotte van, a tengelyen adédonak
az ordinataja 0, azaz

vagy  m) @o+yo=0, vagy  7y2) o+yo =
Eszerint a gorbe a fordulépontban — mint az egyik emelkeds szakasz végpontjaban — érinti a ¢ tengelyt, a masik
emelkedd szakaszaval pedig atmetszi, tehat (1)-et két kiilonbozs t értek elégiti ki, és Py-on két érintGje megy at az
adott gorbének. A s esetben yo = xg — xg, tehat Py a g4+ iven van, 77 esetében pedig az i, félegyenesen.

Vegyiik észre, hogy a kiemelt szerepet jatszo i4 félegyenes, és az origora vonatkozo i_ tiikdrképe egyiitt az adott
gorbének az origobeli érintéjét alkotjak, hiszen f'(0) = —1, masrészt hogy az origd gérbénknek inflexios pontja, mert
x < 0és x > 0 esetén egyarant f'(x) > —1. Ezek szerint az i egyenes a g gorbének az inflexios érintje. (Konnyt
belatni, hogy tébb inflexios érintGje nincs gorbénknek.)

Mindezek szerint a g gorbe pontjain és ¢ inflexiés érint&jének pontjain 2 érintGje megy at a gorbének — kivéve
a gorbe inflexiés pontjat, amelyen at csak egy, a kitlintetett érint6; egyébként barmely az y tengellyel parhuzamos
egyenes g és i kozti szakaszanak bels6 pontjain 3 érints, egyéb pontjain 1 érint6 megy at (2. abra).

2. dbra

Ezzel a sik minden pontjara vonatkozédéan megadtuk a valaszt.
Lakner Péter (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., IL. o. t.)

Megjegyzések. 1. A ) eset két alesetében (1) igy egyszertisodik, ill. alakithato
3
y) 213 = 3wot? = 212 (t -3 xo) =0,

1) 2% = 3aet? +af = 20t —w0)? (t+ ).

Az el6bbi szerint az (zg, —x0), o # 0 ponton atmend egyik érinté i, a masikra pedig az innen huzott érinté érintési

pontjanak abszcisszdja t = 3 0.

Ez modot ad gorbénk (c, f (c)) ¢ # 0 pontjdban az érint6 egyszeri megszerkesztésére : 4t kell mennie az inflexios

orints 2¢  2c tia
érint§ { —, —=- | pontjan.

x
Hasonloéan 7,) szerint az (CE(), f(xo)) ponton atmegy a —?O abszcisszaju pontbeli érints, tehat forditva: a (c, f(c))

pontbeli érint6t ugy is megkaphatjuk, hogy pontunkat Gsszekdtjiik a ( — 2¢, f(—QC)) ponttal (3. abra, 214. old.).
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3. dbra

2. Meg lehet mutatni, hogy megallapitasaink barmely y = az® + bz? + cx + d egyenletii gorbére (in. harmadfoka
parabolara) érvényesek, ha az origé helyén a mindenkori inflexioés pontot, ¢ helyén az ottani érint6t értjik.
3. A megoldasok nagy része (1) atalakitasaval eljutott a harmadfoku egyenlet szokasos z2 4+ pz + ¢ = 0 ,,redukalt”

3 2
alakjara ; ennek <§> + (g) diszkrimindnsat mint xg és yo kifejezését sikeriilt szorzatta alakitaniuk és a két tényezé
elsjelkombinacidinak vizsgalataval értek célhoz. (Nem lényegesen kiilonboz az 2 4-3paz+2q = 0 és p®+¢* diszkriminans

tortek latszolagos elkeriilésével, hiszen nem szoritkozhatunk a p, g egész értékparokra.) Ezzel lényegében az F. 1661.
feladat megoldésé,ba bemutatott ut forditottjat jartak be.

! Milyen feltételt kell kielégiteniiik a p, g egyiitthatoknak, hogy az f(x) = 24 pzr+q fliggvény széls6 értékei ellentett elGjeliek legyenek ?
Lasd K. M. L. 39 (1989) 129.



