I. megoldas. Felhasznaljuk, hogy a haromszog teriilete kifejezhets az oldalakkal és a koriilirt kor r sugaraval:
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(Az oldalak a haromszoggel egyiitt természetesen r-et is meghatéarozzak.) Felhasznaljuk tovabba, hogy az z° fiiggvény
szigorian monoton novekvs, mert nincs olyan intervallum, melyben a derivaltja negativ vagy O volna. Ezek alapjan
az (1) allitast igy alakitjuk:
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Az utols6 alakban felismerjiik, hogy a (V/3r) tényezé a haromszogiink koré irt k kérbe irhato szabalyos haromszog
oldala, 3r/2 pedig annak magassaga, tehat a jobb oldal a mondott szabélyos haromszog T teriiletét jelenti. Ennélfogva

azt kell bizonyitanunk, hogy
(3) t<T.

Valasszuk gy ABC haromszogilink szokasos betiizését, hogy legyen a < b < ¢. Ha itt mindkét &sszehasonlitdsban
egyenl6ség all, akkor ABC szabéalyos haromszog, és (3)-ban egyenldség all. Az ellentétes esetben a < ¢, és a megfelel§
szogekre BAC < < 60° < ACB<. Belatjuk, hogy ekkor (3) az egyenl6tlenség jelével érvényes.

Jeloljiik a B csucsnak az AC oldal felez6 merdlegesére vonatkozo tiikorképét B*-gal és k kozéppontjat O-val (1.
abra).

Ekkor

AOB*< = COB< = 20AB< < 120°, és
AOB<« = 2ACB<« > 120°

(az utobbi esetben AOB< k-nak a C-t nem tartalmazo AB ivéhez tartozo kozépponti szogét jeloli). Ha tehat az OA
sugarat az ABC haromszog koriiljarasaval megegyez6 iranyban O koriil 120°-kal elforgatjuk, kozben atlépjik az OB*
sugarat, de nem érjiik el az OB sugarat. Jeloljiikk a 120°-os forgatas utan a sugar Gj végpontjat B’-vel, ekkor el6bbi
megallapitasunk szerint B” a C-t nem tartalmaz6 B* B iven van, tehét tavolabb van az AC egyenestdl, mint B. Eszerint
az AB’C haromszog t; teriilete nagyobb t-nél.

A k kir AB'-t6] legtavolabbi pontja az AB’-re merdleges atmérének AB’-t6l tavolabbi D végpontja, tehit ¢; nem
lehet nagyobb az AB’D haromszog teriileténél. Mivel pedig az AB’ ivhez tartozo kozépponti szog 120°-os, azért az
AB’D haromszdg szabalyos, és a teriilete T. Ezzel belattuk, hogy T > t1 > t, ezt akartuk bizonyitani.

Megjegyzés. A fenti bizonyitas nem kiilonbozik lényegesen attol, ami a (3) hires-nevezetes allitasra pl. a kovetkezs
helyen olvashaté: H. Rademacher-O. Toeplitz: Szamokroél és alakzatokrol. 2. kiadas. Kozépiskolai Szakkori Fiizetek.
Tankonyvkiadd, Budapest, 1954. 14-16. oldal.

II. megoldas. Az allitast ismeét atalakitjuk. (2) alapjan a fentiekhez hasonloan
b
aoe < V3Va2b2e2, azaz v abc < V3r.
T
Ehhez elég belatni, hogy (poz. szdmok szamtani és mértani kozepe):

b
(4) % <3,



vagyis azt, hogy az r sugart kérbe irt haromszog keriilete legfoljebb 3v/3r, ami a fentiek szerint a beirt szabalyos
haromszog keriilete.
Ezt ugyantgy lathatjuk be, mint az I. megoldasban (3)-at. Az ott hasznalt jelolések mellett elég azt belatnunk,

hogy
AB' + B'C > AB + BC,

azaz hogy
2rsin 60° + 2rsin(a + v — 60°) > 2rsina + 2rsiny.
Ez a sinu + sinv = 2sin utv cos Y azonossag szerint ekvivalens a kovetkezdkkel:
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Ez pedig valoban igaz, mert jobb oldala igy alakithato:
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és o < 60°. Hasonloan lathatjuk be, hogy az AB’D haromszdg keriilete legaldbb akkora, mint az AB’C keriilete.
Megjegyzések. 1. A (4) allitas ekvivalens a haromszogiink szogeire vonatkozo

sin o + sin 8 + siny < V3
3 - 2

egyenl6tlenséggel. Erre adunk szemléletes értelmezést: sin o, sin 8 és sin+y a sinx fliggvényt abrazold gorbe «, 3, ill. v
abszcisszaju A*, B*, C* pontjanak ordinataja. Az abszcisszak pozitivok és Osszegiik 7. Igy (4) bal oldala az A*B*C*
haromszog S stulypontjanak ordinataja, S abszcisszaja hasonléan o = 7w/3, és a gorbe o abszcisszaju S™ pontjanak
ordinataja v/3/2, a (4) jobb oldalan 4ll6 szam. Eszerint (4) mas szoval azt allitja, hogy S alatta van a sin z fiiggvényt
abrazolo gorbének, vagy éppen rajta van. (Ha «, (8, kozil kett6 vagy mind a harom egyenls, akkor a mondott
haromszog elfajul, ekkor szemléletesebb az A*, B*, C* tomegpontrendszer sulypontjara gondolni, mindharom pontba
egyenls tomeget téve; A* = B* esetén S az A*C* szakaszon van.)

Ha o < 8 < v, akkor S benne van az A*B*C™* haromszogben, ezért elég azt belatni, hogy a gorbe (0, 7) interval-
lumbeli ivének két pontjat osszekots har a gorbe alatt halad (2. dbra, jobb attekintés érdekében torzitassal), a szokasos
kifejezéssel: a sin x gorbe — és a fliggvény is — ebben az intervallumban konkav (ti. alulrél, a pozitiv y tengely iranyéaba

nézve)
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2. abra

Ezt bizonyitjuk a 0 < o < 8 < 7y nagysagviszony esetében az A*C™* huarra.
Allitasunk azt jelenti, hogy a kozbiils6 B* pontra az A*B* egyenes emelkedése nagyobb, mint a B*C”* egyenesé:

sina —sinf8 _ siny —sinf

(5)

a—p =58
Ennek bizonyitasdra megmutatjuk, hogy
(6) sine —sinf | <cosf, han>z>f (1)
x—p >cosf, hal<x<pf (IL.)

1 Vs. a fiiggveny konkavsaganak pusztan szamviszonyokkal kifejezett definiciojaval a P. 110. problémaban. K. M. L. 43 (1971) 30. oldal.



ebbdl o < 8 < v figyelembevételével mar adodik, hogy cos 8 értéke (5) bal oldalanal kisebb, jobb oldalanal nagyobb,
tehat (5) igaz.
Derivaljuk a kovetkezd fliggvényt:

f(z) =sinz —sin 8 — (x — ) cos B.

f'(z) = cosx — cos 3.

Eszerint az (I.) intervallumban minden pontjaban f'(z) < 0, a (II.) pontjaiban f'(x) > 0, és mivel f(3) = 0, azért (I.)
és (II.) mindegyikében f(z) < 0. Ebbdl atrendezéssel és az osztasban x — 3 el6jelét figyelembe véve adodik (6).
Mivel cosf a sinx gorbe B*-beli érintSjének irdnytangense, azért az (5)-re adott bizonyitasunk azt jelenti, hogy
az érint6 mind x > 3, mind z < (3 esetén kozte halad a B*C* és A* B* egyeneseknek.
2. Goniometriai bizonyitasat adjuk a (6) potlasara alkalmas
sin 8 — sin« T
cosa > ——— > cos f3 (0<o¢<[3<—)
B —« 2
egyenlGtlenségnek. Mérjiik fol az O kozépponti, egységsugari kor OF sugaratol pozitiv irdnyban az FOP = « és
EOQ = p szbgeket (3. abra), hiizzuk meg a kor Q-beli érint§jét az OP-vel valo T metszéspontjaig, bocsassunk
merdlegest P-bol és Q-bol OE-re — talppontjuk P, ill. Q1 —, tovabba @Q-bol O P-re talppontja S —, végiil S-bsl, P-bél
és T-b6l QQ1-re — a talppontok rendre Ss, Py, T5.
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3. dbra

Igy Q1QS< = a, Q1QT< = B3, a pozitiv hegyesszogekre ismert sinz < = < tgz egyenldtlenséget a QOP = 8 — «
szogre alkalmazva

QS < QP < QT,
tovabba OS < OP < OT, ennélfogva Q152 < Q1P < Q1T5, tehat
QTQ < QPQ < QSQ

Ezek folhasznalasaval

cos B — QT2 < QP < QP QG- PP _ sin f§ — sin < Q@S _ Q5 _ cosa
~~ QT T QT T Qp B -« f -« op QS %
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és a hullamosan alahuzott tagok éppen a fenti allitasunkat adjak.

Konnyt belatni, hogy bizonyitasunk mindaddig érvényes, amig o < 8 < a + 90°, eszerint fenti allitasunkat (a, 8
helyére rendre -t, -t irva) csak olyan haromszogekre bizonyitja, amelyekre v — 8 < 90°. Masrészt elég a konvexséget
a (0, 7/2) intervallumra bizonyitani, hiszen sinx képe a (7/2, 7) intervallumban amannak a tiikorképe az @ = /2
egyenesre.



