A kettGs egyenlGtlenség kozepén alloé @, hanyados irhaté n szama,
k=1,2,...,n.

alaki hanyados szorzataként, ahol

. 2k -2
1. Irjunk @, k-adik tényezdje helyére m—et, ha k = 2,3,...,n — vagyis csokkentsiik 1-gyel a szamlalokat is,
nevezdket is — az els6 tényez6t pedig hagyjuk véltozatlanul. Ezaltal n > 1 esetére @Q,-nél kisebb szamot képeziink,

mert egyrészt minden egyes 0j tényezd kisebb anndl, aminek a helyére irtuk:
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mésrészt még az Gj hanyadosok is pozitivok, igy szorzatuk is pozitiv. Eszerint
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Vegyiik észre, hogy igy a zarojelben 1/Q,-nek 1/2n része &ll, azt kaptuk tehat, hogy
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n>5-@, azaz @Qn > —, ha n>1

Van’

és itt a jobb oldal éppen az (1)-beli alsé korlat egyszertibb alakja. A még nem tekintett n = 1 esetben pedig @, és a
bizonyitando also korlat kozott egyenldség all fenn. Ezzel (1) els6 egyenlStlenségét bebizonyitottuk.

Q

2. Irjunk masrészt Q,, fenti szorzatta alakitasaban minden egyes tényezd helyére nala nagyobbat, kivéve ismét az
els6 tényez6t. Espedig
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> 0),
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hak=2,3,...,n—1, ha pedig k = n, akkor 2—n—t (vagyis a = 2 esetén csak az utobbi tipusa noévelést végezziik). Ezek
n

utan a fentihez hasonlé felismeréssel
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(a zarodjelbeli kifejezést megszoroztuk 3 g—dal). Innen, ismét atszorzassal és gyokvonassal
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ami az (1) masodik egyenlStlensége. n = 1 esetére pedig az allitas igy adodik: 1/2 = \/2/8 < 1/3/8. Ezzel a kivant
bizonyitast befejestiik.

ha n>1,

Qn <

Megjegyzések. 1. Bizonyithato az allitads a teljes indukcié modszerével is, ha el6zsleg a felsé korlatban 2n helyére
2n + 1-et irunk, ami altal az egyenl6tlenség—par masodik fele valamivel erGsebb allitast mond ki.

2. Emeljiik négyzetre az (1) allitas tagjait, és szorozzuk Sket 2n-nel, igy ezt kell bizonyitanunk:
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mint egy szamsorozat n-edik tagja n-ben monoton né, hiszen
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> 1,
és a (2) bal oldala e sorozat els6 tagja: A1 = 1/2. A jobb oldalon all6 3/4 szam viszont a monoton fogyo
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sorozat elsé tagja, és ennek a sorozatnak minden tagja nagyobb az A, sorozat tagjainal. Kénnyen igazolhaté ez az
egyenld indexi tagokra:

B, 2n+1
3 — = 1.
(3) A, 2n >
Szokas az
(4) An < Apt1 < Bpy1 < B,

egyenl6tlenség alapjan azt mondani, hogy az (A,, B,) intervallumok ,egyméasba skatulyazva’. Be lehet bizonyitani,
hogy ha az A,,, B,, (végtelen) sorozatokra teljesiil (4), akkor e sorozatok konvergensek, és ha még

lim (B, — A,) =0, vagy lim =% =1

n—oo n—oo n
is teljesiil, akkor
lim A, = lim B,.

n—oo n—oo
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Esetiinkben ez a kozos hatarérték — = 0,63661. .., amit az (A,,, B,) szamparok egyre jobban megkozelitenek:
™
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E sorozatok (vagy a reciprokaik) alapjan 7 értéke tetszGleges pontossaggal meghatéirozhaté. Erre a célra J. Wallis
hasznéalta el6szor ezeket a sorozatokat 1656-ban.



