I. megoldas. Tegyiik fel, hogy a feladat kérdésére a valasz igenl, a p parabola t abszcisszaji P(t,t*) pontja és
a q parabola Q(u, 2u? — Tu/2 + 57/16) pontja teljesiti a kdvetelményt. Ekkor p-nek P-beli és g-nak Q-beli érintéje
parhuzamos egymaéssal.
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Mivel e két gorbe esetében az ordinédta az abszcisszdnak differencidlhatoé fliggvénye, azért az érint6 irdnytangensét
megadja a derivaltnak az illets helyen folvett értéke, p és P esetében 2t, g és Q esetében 4u — 7/2, és e ketts egyenld
egymaéssal:

(1) 2% =4du—7/2, t=2u—T/4

Masrészt a PQ egyenes merdleges mindkét érintére — mas szoval PQ a két parabola k6z6s normélisa — eszerint
g-nak @Q-beli normalisa dtmegy a P ponton. E normaélis iranytényez6je —1/(4u — 7/2), hacsak a nevezs 0-t6l kiilonbozo
— azaz u # 7/8-tehat egyenlete

(2) y—<2u2—zu+g>—ﬁ(a¢—u},

és ezt P koordinatai kielégitik. Ezeket (1) alapjan mindjart u-val kifejezve, u-ra kapunk egyenletet:
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Eszerint u, majd (1) alapjan ¢ megfelel értékei, végiil a kovetelményt kielégité P, () pontparok a kovetkezok (oszlo-
pokba rendezve):
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Megjegyzés. P;, Q; (i = 1,2, 3) pontparok pontos megadasa azon mulott, hogy a (3) harmadfokt egyenletnek v = 0
gyokét felismertiik. Ha ¢ helyett u-t kiiszoboltiik volna ki, akkor nem &llt volna el6 ez a szerencsés helyzet. Hasznos
tehat néha az efféle probalkozas.

II. megoldas (vazlat). Barmely két parabola, vy és vo, hasonlo egymashoz (alakra nézve), hiszen egyetlen lineéris
adatuk, a pi, ill. po paraméterilk meghatarozza Gket, v1-et A = po/p1 ardnyban nagyitva és kellen elmozditva ve-t
kapjuk. A transzformécioban az Fi, ill. Fy fokuszok és a Cy, ill. Coy cstcsok természetesen egymasnak felelnek meg
paronként. Tovabba v1-bdl egy tetszbleges A; pontnak vo-beli megfelelGjét, Ay az a félegyenes metszi ki, amely Fo-bél
indul és amelyre a CyFs Ay sz0g nagysag és forgasi irdany szempontjabol egyenls a C1 Fy A1 szoggel.



Amennyiben még a két parabola tengelyei parhuzamosak (és sikjuk koz6s), az As-beli érinté parhuzamos az A;-
beli érintével, ekkor v; és vy centralis hasonlésagi helyzetben vannak egymashoz képest — hacsak CyF;FoCs nem
paralelogramma —, a hasonlésag centruma az FyF», C1Cs egyenespar H metszéspontja. (A kiemelt esetben pedig
transzlacioval vihets at egyméasba vy és vs).

Esetiinkben forditva, olyan P, ) pontpart keresiink a parhuzamos tengelyd p, g parabolaparon, amelyekben az
érint6k parhuzamosak. Ezért P, ) a hasonlésdgban megfelel pontpar, ugyanis a paraboldhoz barmely irdnnyal par-
huzamosan egy és csakis egy érint6 illeszthets. Igy a PQ egyenes atmegy H-n. Ezek alapjan terviink a kovetkezs:
kiszadmitjuk H koordinatait, felirjuk ¢-nak u abszcisszaju () pontjaban az érintére meréGleges n egyenes — a fenti
normalis — egyenletét, ekkor u-ra abbdl kapunk egyenletet, hogy H koordinatai kielégitik n egyenletét.

Marmost az adott p parabola C csicsa az origd, paramétere p; = 1/2. Hasonlboan ¢ egyenletét kellGen alakitva:
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tehat csicsa: Cy (g, §> ,paramétere: py = 1 Igy a g parabola pa/p; = 1/2 aranyu kicsinyitéssel all el p-bol, Cs
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felezi a C1 H szakaszt, mas szoval H a Cq-nek Cs-re vonatkozo tiikkérképe: H (Z’ E) Ezt a fenti (2)-be helyettesitve

és rendezve
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mint az I. megoldasban.

Megjegyzések. 1. A fenti (2) mintajara azy = z? normalparabola (u, uz) pontjaban a normalis egyenlete = + 2uy —

(2u® +u) = 0, ill. u szerint rendezve 2u® — (2y — 1)u — x = 0 (ez az alak mar u = 0 esetén is érvényes). Ennek
harmadfokt volta azt jelenti, hogy tetszés szerint valasztva egy P(z,y) pontot, ehhez harom olyan (u,u?) pontja
tartozik a normadlparaboldnak, amelynek normélisa dtmegy P-n. Ezt igy szokds mondani: barmely parabola 0sszes
normalisait véve, ezek harmadosztdlyi gorbesereget alkotnak, a sik barmely pontjan hdrom megy at a sereg egyenesei
koziil. Hozza kell azonban tenniink ehhez, hogy szemléletesen csak akkor igaz ez, ha a harmadfoki egyenlet u-ra harom
egyméstol kiillonbozs, valds gyokot szolgaltat. Felirva a gyokoket az iskolai ﬁiggvénytablaza 251. 31 — 32 keépletei
szerint, akkor és csak akkor, kapunk ilyen harom gyokot, ha
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mas szoval, ha P folotte” van az y = (1 4+ 3+/22/4)/2 egyenleti vonalnak (lasd az abrat). — Esetiinkben ¢ hasonld
gbrbéjét is figyelembe kell venni.

2. A fentiek szerint P;(i = 1,2,3) a p-nek és @; a ¢g-nak olyan pontharmasa, amelyekben megrajzolt normalisok egy
pontban (H-ban) metszik egymast. Eppen ennek feltételét allapitottuk meg az 1770. feladatbangE a P, P, P3 haromszog
silypontjanak p tengelyén, az x = 0 egyenesen kell lennie, a Q)1Q2@3 haromszog silypontjanak pedig ¢ tengelyén, az

7 ) )
@ = g egyenesen. Valoban,(t1 + to +t3) =0 és (u1 + us + uz)/3 =7/8.

3. Az abra szemlélete azt sejteti, hogy ha p-t és ¢-t egy térképen egy folyo két partjanak tekintjiik, akkor a folyo a
P5;@3 normalisszakasz mentén a legsziikebb, hasonléan a P; Q) szakasz egy bizonyos kérnyezetében szintén mindeniitt
szélesebb a P;Q1 szakaszndl, végiil PoQ2-nek egy kornyezetében a P>(Q)o szakasz a legnagyobb szélesség. — A kérdés
vizsgalatahoz az iskolai ismeretanyag nem elegendd. Azoknak, akik a kérdéssel foglalkozni akarnak, a kovetkezd két
Otletet adjuk. Definialni kellene, mit értsiink g-nak egy, a p-n felvett P ponthoz legkdzelebbi @) pontjan. Vajon igaz-e,
hogy P(Q) mindig dtmegy a fenti H hasonlosigi centrumon?
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