
I. megoldás. Tegyük fel, hogy a feladat kérdésére a válasz igenl®, a p parabola t abszisszájú P
(

t, t2
)

pontja és

a q parabola Q
(

u, 2u2 − 7u/2 + 57/16
)

pontja teljesíti a követelményt. Ekkor p-nek P -beli és q-nak Q-beli érint®je

párhuzamos egymással.

Mivel e két görbe esetében az ordináta az abszisszának di�ereniálható függvénye, azért az érint® iránytangensét

megadja a deriváltnak az illet® helyen fölvett értéke, p és P esetében 2t, q és Q esetében 4u− 7/2, és e kett® egyenl®

egymással:

(1) 2t = 4u− 7/2, t = 2u− 7/4.

Másrészt a PQ egyenes mer®leges mindkét érint®re � más szóval PQ a két parabola közös normálisa � eszerint

q-nak Q-beli normálisa átmegy a P ponton. E normális iránytényez®je −1/(4u−7/2), hasak a nevez® 0-tól különböz®
� azaz u 6= 7/8�tehát egyenlete

(2) y −

(

2u2 −
7

2
u+

57

16

)

=
−1

4u− 7/2
(x− u),

és ezt P koordinátái kielégítik. Ezeket (1) alapján mindjárt u-val kifejezve, u-ra kapunk egyenletet:

(

2u−
7

4

)2

− 2u2 +
7

2
u−

57

16
=

−1

4u− 7/2
(u− 7/4),

(3) 8u3 − 21u2 +
45

4
u = 8u

(

u2 −
21

8
u+

45

32

)

= 8u

(

u−
15

8

)(

u−
3

4

)

= 0.

Eszerint u, majd (1) alapján t megfelel® értékei, végül a követelményt kielégít® P , Q pontpárok a következ®k (oszlo-

pokba rendezve):

u1 = 0 u2 =
3

4
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Megjegyzés. Pi, Qi (i = 1, 2, 3) pontpárok pontos megadása azon múlott, hogy a (3) harmadfokú egyenletnek u = 0
gyökét felismertük. Ha t helyett u-t küszöböltük volna ki, akkor nem állt volna el® ez a szerensés helyzet. Hasznos

tehát néha az e�éle próbálkozás.

II. megoldás (vázlat). Bármely két parabola, v1 és v2, hasonló egymáshoz (alakra nézve), hiszen egyetlen lineáris

adatuk, a p1, ill. p2 paraméterük meghatározza ®ket, v1-et λ = p2/p1 arányban nagyítva és kell®en elmozdítva v2-t
kapjuk. A transzformáióban az F1, ill. F2 fókuszok és a C1, ill. C2 súsok természetesen egymásnak felelnek meg

páronként. Továbbá v1-b®l egy tetsz®leges A1 pontnak v2-beli megfelel®jét, A2 az a félegyenes metszi ki, amely F2-b®l

indul és amelyre a C2F2A2 szög nagyság és forgási irány szempontjából egyenl® a C1F1A1 szöggel.
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Amennyiben még a két parabola tengelyei párhuzamosak (és síkjuk közös), az A2-beli érint® párhuzamos az A1-

beli érint®vel, ekkor v1 és v2 entrális hasonlósági helyzetben vannak egymáshoz képest � hasak C1F1F2C2 nem

paralelogramma �, a hasonlóság entruma az F1F2, C1C2 egyenespár H metszéspontja. (A kiemelt esetben pedig

transzláióval vihet® át egymásba v1 és v2).
Esetünkben fordítva, olyan P , Q pontpárt keresünk a párhuzamos tengely¶ p, q parabolapáron, amelyekben az

érint®k párhuzamosak. Ezért P , Q a hasonlóságban megfelel® pontpár, ugyanis a parabolához bármely iránnyal pár-

huzamosan egy és sakis egy érint® illeszthet®. Így a PQ egyenes átmegy H-n. Ezek alapján tervünk a következ®:

kiszámítjuk H koordinátáit, felírjuk q-nak u abszisszájú Q pontjában az érint®re mer®leges n egyenes � a fenti

normális � egyenletét, ekkor u-ra abból kapunk egyen1etet, hogy H koordinátái kielégítik n egyenletét.

Mármost az adott p parabola C1 súsa az origó, paramétere p1 = 1/2. Hasonlóan q egyenletét kell®en alakítva:

(

x−
7

8

)2

=
1

2

(

y −
65

32

)

,

tehát súsa: C2

(

7

8
,
65

32

)

,paramétere: p2 =
1

4
. Így a q parabola p2/p1 = 1/2 arányú kisinyítéssel áll el® p-b®l, C2

felezi a C1H szakaszt, más szóval H a C1-nek C2-re vonatkozó tükörképe: H

(

7

4
,
65

16

)

Ezt a fenti (2)-be helyettesítve

és rendezve

(

65

16
− 2u2 +

7

2
u−

57

16

)(

4u−
7

2

)

+

(

7

4
− u

)

= 0, 8u3 − 21u2 −
45

16
u = 0,

mint az I. megoldásban.

Megjegyzések. 1. A fenti (2) mintájára az y = x2
normálparabola

(

u, u2
)

pontjában a normális egyenlete x+2uy−

(2u3 + u) = 0, ill. u szerint rendezve 2u3 − (2y − 1)u − x = 0 (ez az alak már u = 0 esetén is érvényes). Ennek

harmadfokú volta azt jelenti, hogy tetszés szerint választva egy P (x, y) pontot, ehhez három olyan (u, u2) pontja

tartozik a normálparabolának, amelynek normálisa átmegy P -n. Ezt így szokás mondani: bármely parabola összes

normálisait véve, ezek harmadosztályú görbesereget alkotnak, a sík bármely pontján három megy át a sereg egyenesei

közül. Hozzá kell azonban tennünk ehhez, hogy szemléletesen sak akkor igaz ez, ha a harmadfokú egyenlet u-ra három

egymástól különböz®, valós gyököt szolgáltat. Felírva a gyököket az iskolai függvénytáblázat

1

251. 31 � 32 képletei

szerint, akkor és sak akkor, kapunk ilyen három gyököt, ha

(

−
x

2

)2

−

(

2y − 1

3

)3

< 0, azaz y >
1

2

(

1 + 3
3

√

x2

4

)

,

más szóval, ha P �fölötte� van az y = (1 + 3
√

x2/4)/2 egyenlet¶ vonalnak (lásd az ábrát). � Esetünkben q hasonló

görbéjét is �gyelembe kell venni.

2. A fentiek szerint Pi(i = 1, 2, 3) a p-nek és Qi a q-nak olyan ponthármasa, amelyekben megrajzolt normálisok egy

pontban (H-ban) metszik egymást. Éppen ennek feltételét állapítottuk meg az 1770. feladatban;

2

a P1P2P3 háromszög

súlypontjának p tengelyén, az x = 0 egyenesen kell lennie, a Q1Q2Q3 háromszög súlypontjának pedig q tengelyén, az

x =
7

8
egyenesen. Valóban,(t1 + t2 + t3) = 0 és (u1 + u2 + u3)/3 = 7/8.

3. Az ábra szemlélete azt sejteti, hogy ha p-t és q-t egy térképen egy folyó két partjának tekintjük, akkor a folyó a

P3Q3 normálisszakasz mentén a legsz¶kebb, hasonlóan a P1Q1 szakasz egy bizonyos környezetében szintén mindenütt

szélesebb a P1Q1 szakasznál, végül P2Q2-nek egy környezetében a P2Q2 szakasz a legnagyobb szélesség. � A kérdés

vizsgálatához az iskolai ismeretanyag nem elegend®. Azoknak, akik a kérdéssel foglalkozni akarnak, a következ® két

ötletet adjuk. De�niálni kellene, mit értsünk q-nak egy, a p-n felvett P ponthoz legközelebbi Q pontján. Vajon igaz-e,

hogy PQ mindig átmegy a fenti H hasonlósági entrumon?
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