I. megoldas. Tegyiik fel, hogy valamely e egyenes felezi az ABC = H haromszog keriiletét. Az e egyenes H-nak
legalabb két oldalszakaszat metszi, valasszuk agy a bettizést, hogy e messe az AB, AC szakaszokat (de ne menjen
at A-n), jeloljik a metszéspontokat rendre P-vel, Q-val, a H-ba irt kor kozéppontjat O-val. Megmutatjuk, hogy az
APOQ négyszog teriilete egyenld H teriiletének a felével.

E négyszoget az AO egyenes két haromszogre vagja szét, amelyek AP, AQ oldalahoz tartoz6 magassaga a H-ba
irt kor sugara. Ezért a négyszog teriilete

t = g(AP + AQ).
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Feltevésiink szerint AP + AQ = s (a szokisos moédon s a haromszog fél keriiletét jeloli), tehat ¢, = 505 Ismeretes

maésrészt, hogy H teriilete egyenls o - s-sel; t = ps, tehat t; = 1/2¢, amint azt bizonyitani akartuk.

Ha e a H teriiletét is felezi, akkor az APQ héaromszog teriilete is ¢/2-vel egyenld, tehat APQ teriilete egyenld
az APOQ négyszog teriiletével. Ez csak ugy lehet, ha O a PQ egyenesen van, hiszen ha O az APQ héromszog
belsejében volna, akkor az APOQ négyszog teriilete kisebb volna APQ teriileténél, ha pedig O kiviil volna az APQ
haromszogon, akkor csak az AP, AQ egyenesek kozott, a PQ egyenes A-t nem tartalmazé oldaldn lehetne, akkor
pedig APOQ teriilete nagyobb lenne APQ teriileténél. Tehat O rajta van a PQ egyenesen, feladatunk allitasat ezzel
bebizonyitottuk. (Abrank szandékosan torzitott.)

Bizonyitasunk azt az esetet is tartalmazza, ha P egybeesik B-vel,vagy @ egybeesik C-vel.

II. megoldas. Tovabb hasznaljuk az I. megoldasban bevezetett jeloléseket, és az eredeti haromszog A csucsahoz
tartozo szogfelezGjének és a PQ egyenesnek a metszéspontjat D-vel jeloljik. D egyenls tavol van az AP, AQ egyene-
sektdl, jeloljiik ezt a tavolsagot d-vel. Tegyiik fel, hogy e felezi H teriiletét is, keriiletét is. Azt fogjuk megmutatni, hogy
ekkor d = p, ebbdl mar kiovetkezik, hogy O rajta van a PQ egyenesen, hiszen d és p csak akkor lehetnek egyenlGek, ha
D és O azonosak. 1 )

Az APQ héromszoget az AD egyenes két haromszogre vagja szét, e részek teriilete 3 d- AP, illetve 3 d-AQ. Tehat

APQ teriilete

—_

Laap 1 Q) = % ds,

S+~ DN

t t
viszont ez a teriilet §—ve1 is egyenld, tehat d = —. Mivel - a p-val is egyenld, ebbdl kovetkezik, hogy d = p, amint azt
s s

bizonyitani akartuk.

Megjegyzés. Megmutatjuk, hogy mindig van olyan egyenes, amely H teriiletét is, keriiletét is felezi. Jeloljik az AP,
AQ tavolsagokat rendre z-szel, y-nal. e felezi H teriiletét is, keriiletét is, ha

be | a+b+c
xy:; és x+y:T,

ahol a, b, ¢ H oldalainak a hosszat jeloli. Ezek szerint = és y a
a+b+c be
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masodfoku egyenlet gy6kparjaval egyenlSek. (1) bal oldalanak az értéke z = 0 mellett 507 ami mindig pozitiv, z = b és

b
z = ¢ mellett pedig ) (b—a), illetve g (¢ —a). Ha példaul ¢ < a < b, akkor (1) bal oldala a z = 0, ¢, b helyeken rendre

pozitiv, negativ, pozitiv, tehat (1) egyik gyoke 0 és ¢, a masik ¢ és b kozott van. Az els6t valasztva z-nek, a masodikat
y-nak, olyan szakaszokat kapunk, melyeket az AB, illetve AC egyenesre felmérve a szakaszok végpontjai H teriiletét
és keriiletét is felez6 egyenest hataroznak meg. (Gondolja &t az olvaso a ¢ = a és a = b eseteket is.)



