I. megoldas. Feladatunk &llitdsat n szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk be. Mivel d és s értéke nem filigg az
ai,as, . ..,a, szamok sorrendjétdl; feltehetjiik, hogy a1 < as < ... < a,, ekkor d = a,, — ay (> 0).

Han =1, sem d, sem s nincs értelmezve, ezért a bizonyitast az n = 2 esettel kezdjiik. Ekkor s = ag —a; = d, tehat
(1) mindkét oldalan az egyenldség jele érvényes. Ha n = 3, akkor

s=(az —a1)+ (a3 —a2) + (a2 —a1) = 2(as — a1) = 2d,

tehat (1) bal oldalan az egyenlGség, jobb oldalan az egyenlGtlenség jele érvényes (illetve d = 0 mellett ott is az
egyenldség jele érvényes).

Legyen N > 4, és tegyiik fel, hogy (1)-et mar bizonyitottuk minden n < N mellett. Bontsuk n = N mellett az s-et
definialo Gsszeget két tagra. Az elsGben azoknak a paroknak a kiilonbsége szerepeljen, amelyeknek az egyik tagja aq
vagy an. Jeloljik ezt a tagot s1-gyel:

s1=(az—a1)+(as—a1)+...+ (ay —a1)+
+lany —a2)+ ...+ (any —an-1) = (N — 1)(ay —a1) = (N = 1)d.

A masik tagot jeloljik so-vel, ez az as,as,...,an—1 szdmokbdl alkothatd parok kiilonbsége abszolit értékének az
Osszege. Jeloljik (ay—1 — ag)-t de-vel. Feltevésiink szerint az ag, as, . ..,ay—1 szamokra érvényes az (1)-nek megfelels
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egyenl6tlenség. Mivel 0 < ds < d, ebbdl kdvetkezik, hogy
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Adjuk ennek a kettSs egyenlStlenségnek minden tagjahoz az s;1 = (N — 1)d szamot, igy s = s1 + s alapjan kapjuk,
hogy

N —2)2 N2
ami a kivant (1) egyenl6tlenség n = N mellett. Az allitast ezzel bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Az a1 = as = ... = ap—1 = 0, a,, = 1 példa mutatja, hogy (1) bal oldalan tetszSleges n mellett
érvényes lehet az egyenl@ség jele. Lattuk, hogy n = 3 mellett (1) jobb oldalan mindig az egyenl&tlenség jele érvényes,
és megoldasunkbol kiolvashato, hogy igy van ez minden pératlan n mellett. Ha n = 2k, az a1 = a2 = ... = a; = 0,
ak41 = Q2 = ... = ag,, = 1 példa mutatja, hogy (1) jobb oldalan is érvényes lehet az egyenlGség jele.

II. megoldas. Ismét feltessziik, hogy a1 < as < ... <a,, és n > 2. Legyen
di = ag+1 — ag,
ekkord =dy +do+ ...+ dp_1, és hai < j,
(2) aj—ai=di+dig1 4+ ... +dj_1.

Az s-et definialo Gsszegben a (2) bal oldalan allo kiilonbségek szerepelnek az Gsszes lehetséges 1 < ¢ < j < n indexpar
mellett. Vizsgaljuk meg, hanyszor szerepelne ebben az Osszegben a dj, szam, ha az a; — a; kiilonbségek helyére a (2)
jobb oldalan all6 6sszeget irnank. dj akkor fordul el6 (2) jobb oldalan, ha i < k < j. Rogzitett k-hoz (1 <k <n—1)
k-féleképpen valaszthatjuk meg az ¢ indexet ugy, hogy i < k teljesiiljon, és (n — k)-féleképpen a j > k indexet.
Mivel barmely i-hez barmely j-t valaszthatjuk (i < k és 7 > k miatt ¢ < j is automatikusan teljesiil), az 4, j part
k(n — k)-féleképpen vélaszthatjuk meg — ennyiszer 1ép fel dj, az s-et definialo 6sszegben. Emiatt

Ennek az Osszegnek minden tagja nem-negativ, igy nem noveljiik, ha k(n — k) helyett mindeniitt e szorzatok
legkisebbikét, 1 - (n — 1)-et irjuk:

5221'(n—1)dk:(n—l)idk:(n—l)d,
k=1 k=1

ami a bizonyitando6 (1) egyenl6tlenség bal oldala.



A szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség alapjan a k(n — k) szorzatok nem lehetnek nagyobbak n?/4-nél:
k+n—k\> n?
k(n—k) < <++) -

tehat nem csokkentjiik az Gsszeg értékét, ha k(n — k) helyére mindeniitt n?/4-et frunk:
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ami a bizonyitando (1) egyenl6tlenség jobb oldala. Feladatunk allitasat ezzel bebizonyitottuk.



