Legyen az adott parabola egyenlete
(1) y = azx?

ahol a tetsz6leges pozitiv szam. A parabola (zg, yo) koordinataju pontjahoz tartozo érinté m meredeksége egyenls az
az? fiiggvény zo-beli derivaltjaval:

(2) m = 2axo,
és az illetd érint6 egyenlete, mindjart yo = ax% helyettesitéssel, rendezéssel
(3) Yy — yo = 2azo(x — o), Y+ axd = 2axox.

Ha a sik tetsz6leges P(u, v) koordinataju pontjabol érintét akarunk htuzni a parabolahoz, akkor meg kell keresniink
a parabolanak azt (vagy azokat) az érintGjét (érint6it), amelyek atmennek P-n. Eszerint olyan xo-t keresiink, amelyre
a (3) egyenletl egyenes atmegy az (u, v) ponton, azaz teljesiil:

(4) v+ axd = 2axou.
Ez adott (u, v) pont esetén mésodfoku egyenlet az x( ismeretlenre. Mivel (4)-b6l atrendezéssel az
(5) a(zo —u)? = au® —v
egyenletet kapjuk, azért (4)-nek akkor és csakis akkor van két (kiilonb6z6) valos megoldésa, ha
(6) au® > v.

(Ez a feltétel szemléletesen azt jelenti, hogy a P(u, v) pont a parabola (u, au®) pontja alatt van, egyszerten: P az (1)
egyenleti parabola alatt van.)

Ha tehat P koordinataira teljesiil (6), akkor P-bgl a parabolahoz két érinté huzhato. Jeloljik ezek meredekségét
m’-vel és m”’-vel, ezek az illetS egyeneseknek az x tengellyel bezart o és o szdgeinek a tangensei. A két érint6 kozti
sz0g (ez megéllapodas szerint a két egyenes altal meghatéarozott szogek koziil a 90°-nal nem nagyobbat jelenti) akkor
45° ha |a’ — o] = 45° vagy |’ — o] = 135°,

tg o/ —tg o’ m' —m” o
azaz  [tg (@' — ') = 1+ tga tga” T Txmmr| T |tg (£45°)] = 1.
Ez akkor, és csakis akkor teljesiil, ha
(7) (m/ _ m//)2 — (1 + m/m//)Q'

Lattuk, hogy az (u, v) pontbol huzott érint6k érintési pontjanak az x, x; abszcisszai a (4) egyenlet gyokei, igy
(2) és a gyokok és egyiitthatok kozti Gsszefliggés alapjan

(8) m' +m” = 2a(zy + z3) = 4au, m'm'” = 4a’x)x} = dav.
Célszerii tehat (7)-et ugy atalakitani, hogy benne az m’, m” meredekségek Osszege és szorzata szerepeljen:

(m/ + m//)2 —Am'm" = (1 + m/m//)2'

Eszerint a P(u, v) pont akkor és csakis akkor tartozik a vizsgalt mértani helyhez, ha az (u, v) koordinatékra teljesiil
(6), és a (7)-bdl (8) alapjan kaphato

(9) (4au)? — 16av = (1 + 4av)?
egyenlet. Ez utobbibol mar kovetkezik (6), hiszen (9) bal oldalan 16a(au® — v) all, ahol a zaréjelbeli kifejezés (6) két

oldalanak a kiilonbsége, és (9) jobb oldalan pozitiv szam &ll. (Nem lehet ugyanis 0 sem a (9) jobb oldalanak az értéke,
mert v = —1/4a mellett (9) bal oldalanak az értéke minden wu-ra pozitiv volna.) Marmost (9)-et rendezve ezt kapjuk:
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Ez tehat a vizsgalt mértani hely egyenlete (1. é,bra)

!Feladatunk a Czapdry E.-Horvay K.-Reiman I.-Dr. Sods P: Geometriai feladatok gytijteménye c. mii 1. kiadasaban (1964) ugy
szerepelt 3954. feladatként, hogy a parabola ldtdszdge 45°. Ez hiperbolanknak csak az als6 agara teljesiil, a fels6 agon 135° a l1atoszog.



1. dbra

Megjegyzés. Lattuk, hogy a parabolahoz a P(u, v) kiilsé pontbol htzott érint6k érintési pontjainak az abszcisszai
a (4) egyenlet gyokei. (4)-et (5) alapjan még az

(11) (xo—u)2+(—i—v)zz(O—UF—F(i—v)z

alakban is felirhatjuk, eszerint az (zg, —1/4a) pont rajta van az (u, v) kdzépponta és a (0, 1/4a) ponton atmend k
koron (2. abra).
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2. abra

Ebbdl az is kiolvashato, hogy az y = az® parabola azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyek az F(0, 1/4a)
ponttol (a fokusztol) és az y = —1/4a egyenestdl (a vezéregyenestdl) egyenls tavolsdgra vannak. Ha a parabola az F
fokuszaval és a v vezéregyenesével van megadva, akkor (11) alapjan ugy lehet hozza a P kiilsé pontbol érintét hazni,
hogy a P koriili, F-en atmend korrel metssziik a v egyenest, és vessziik a metszéspont és F altal meghatarozott szakasz
felez6 merdlegesét.

Ennek alapjan visszavezethetjiik feladatunkat az 1698. feladatra Legyenek ugyanis a P koriili, F-en a&tmené k kor
és a v egyenes metszéspontjai M’ és M". Az FM', FM" szakaszok felez6 merélegesei kozti szog akkor lesz 45°-0s, ha
M'P és M" P mer6legesek egymaésra, vagyis a PM'M" szog 45°-0s, és ugyanennyi k és v szoge is. Az 1698. feladat
megallapitasa szerint azoknak a P pontoknak a mértani helye, amelyek koriil F-en atmendg kort rajzolva e kor v-t
a = 45°-0s szOgben metszi, az a hiperbola, amelynek egyik fokusza F', centruma az F'V egyenesnek az a C pontja (V

az F' vetiilete v-n), amelyre
2
FC = <1+ “ o‘) .FV,

sin” «

2Lasd a megoldasat K. M. L. 42 (1971) 52. old.



tehat o = 45° mellett C' az F pont v-re vonatkozé tiikorképe, és a hiperbola valos tengelyének fele—hossza

L FV=V2.FV.

sin” «

a =

A kapott eredményt szemlélteti a 3. abra: legyen az FFAC' B négyzet AB atloja a v egyenesen, F-nek C-re vonatkozo

tiikorképe pedig legyen Fj. Ekkor azoknak a P pontoknak a mértani helye, amelyekbdl az F fokuszi, v vezéregyenest
parabolahoz huzott érint6k kozti szog 45°-0s, a

(12) |PF — PFy| =2 AC

tulajdonsaggal definialt gorbe, vagyis az az F, F1 fokuszu hiperbola, melyre nézve a valds tengely fele-hossza AC.
(Aszimptotéi az AC, BC egyenesek.)

Ha tudjuk, hogy
(y—c2)® (z—c1)?
a? B b2
annak a hiperbolanak az egyenlete, amelyiknek a valds tengelye parhuzamos az y tengellyel, valos tengelyének fele a,

képzetes tengelyének fele b és centrumanak a koordinatai (c1, c2), akkor a vizsgalt mértani hely (12) alatti geometriai
definicioja (10)-bdl is kiolvashato.
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