I. megoldas. Tegyiik fel, hogy a feladat allitdsa nem igaz, vagyis van olyan ¢ valos szam és a # b valés szampar,
hogy

a®—4a®> +9a+ ¢ =0,
b> —4b* +9b+c = 0.

Vonjuk ki az utobbit az el6bbibdl, igy a kiilonbségbdl kiemelhetjiik (a — b)-t:
(2) (a—b){(a®+ab+b*) —4(a+b)+9} = 0.

Itt a méasodik tényezd értéke hatarozottan pozitiv, hiszen igy alakithato:

1 1 1
(a+b)2+§(a2+b2)—4(a+b)+9:§(a+b—4)2+§(a2+b2)+1.
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Ellentmondéasra jutottunk tehat, mert a (2) bal oldalan allo szorzat egyik tényezGje sem lehet 0. Az allitast ezzel
bebizonyitottuk.

II. megoldas. Ismét azt tessziik fel, hogy van olyan ¢ valos széam, hogy az (1) bal oldalan allo
p(z) =2 —42? + 9z + ¢

polinomnak két kiilonb6z6 valos zérushelye van, mondjuk z1 és xo. Mivel p(z1) = 0, azért p(z) igy alakithato:
(3) p(z) = p(x) — p(z1) = (z — 21){2* + (21 — 4)(z + z1) + 9}.
Eszerint p(z2) = 0 csak ugy teljesiilhet, ha a kapcsos zéardjelbeli tényezére

23+ (1 —4)(z2 +21) +9=0.
Nem valtozik tehat a kapcsos zardjelbeli kifejezés, ha bel6le ezt levonjuk:

2?4 (z1 —4)(x +21) + 9= (x — 22)(x + 29 + 71 — 4),
és igy (3)-bol
px)=(x—z1)(®x —x2)(x+ 21 + 22 —4) = (x — 21)(x — 22)(x — x3)

kovetkezik, ahol 3 = 4 — 21 — 5. Ezt a haromtényezss szorzatot kifejtve x egyiitthatdja 129 + xoxs + x321, s mivel
ez a szorzat azonos p(x)-szel, ez az egyiitthato egyenls p(x) eredeti alakjaban az x egyiitthatojaval, 9-cel:

T1To + xox3 + x3201 = 9.
Ebbdl viszont 1 + 22 + x3 = 4 alapjan
o3 4k ok = (1 F oo+ 23)? — 2w @0 + wowz +a377) =42 — 2.9 = 2

kovetkezik, ami valos szdmokra nem teljesiilhet.

ITI. megoldas. Tetszbleges valos ¢ mellett a p(x) = 2® — 422 + 92 + ¢ fiiggvény szigortian monoton nd, mert a
derivaltja pozitiv:
42 1
p’(x):3x2—8x+9=3(:1c—§) —i—? > 0.
Emiatt, ha p(z)-nek van egy valos zérushelye, mondjuk 1, akkor x < 21 mellett p(x) < 0 és z > z1 mellett p(z) > 0,
tehat p(x)-nek z1-en kiviil més valos gyoke nem lehet.
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Megjegyzés. Azt mondjuk, hogy p(x) polinomnak x = a tObbszords gyoke, ha van olyan ¢(z) polinom, melyre
azonosan teljesiil:

p(z) = (z —a)* - q(2).
Ha p(z)-nek az a szam tobbszoros gydke, akkor p’(a) = 0, hiszen a p(x) fenti alakjat derivalva azt kapjuk, hogy

(@) =2(x —a) q(2) + (z — a)* - (),

és itt mindkét tag 0-val egyenlS az x = a helyen. Eszerint, ha egy polinom derivéltjadnak nincs valés gyoke, akkor a
polinomnak nem lehet t6bbszoros gyoke. Tehat a p(x) = 23 — 422 4 92 + ¢ polinomnak t6bbszoros gyoke sem lehet,
hiszen derivaltja minden z-re pozitiv. Ez az allitds a II. megoldasban alkalmazott moédszerrel is bebizonyithato.



