A négyszogrol nincs foltételezve, hogy konvex, ennélfogva lehet konkav és hurkolt is. Csucsairdl csak azt hasznal-
hatjuk fel, hogy koziiliikk semelyik harom nincs egy egyenesen. Igy a feladat els6 részében az A-n atmend, BC-vel
parhuzamos egyenes nem azonos BC-vel és nem parhuzamos BD-vel, tehat D; létrejon, és ugyanigy C; is. Vegyiik
észre, hogy az A, B bettipar és egyidejien a C, D par tagjait is egymassal f6lcserélve, az alakzat valtozatlan marad.

a) Tikrozzik az ABCD négyszoget az AB szakasz felezGpontjara és jeloljikk a cstucsok tiikérképét rendre Ap-lal,
By-lal, Cy-lal Dy-lal (1. abra).
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1. dbra

Mivel CD||CyDy, elegends azt megmutatni, hogy a feladatban szereplé Cy D, szakasz CyDy-lal parhuzamos. Az
AgBoCoDy négyszogbdl kiindulva Cy et mint az AgDy egyenes és a Bp-on atmend, AypCp-lal parhuzamos egyenes
metszéspontjat kapjuk meg, hiszen ez az utobbi az eredeti AC' egyenes, Ag Dy pedig a B-n atmend, AD-vel parhuzamos
egyenes. Hasonléan Dy a ByCy és az Ap-on at ByDg-lal parhuzamosan hazott egyenes metszéspontja.

Ha a BoCy és Ao Dy egyenesek metszik egymast, jeloljiik metszéspontjukat O-val és az Ay, By, Cy, Do pontoknak az
O centrumra vonatkozo helyvektorat rendre ag-lal, bo-lal, co-lal, dg-lal. Mivel AqByCyDy cstcsai k6zott nincs harom
egy egyenesen, igy O kiilonbozik a négyszog csicsaitol, és ezek a helyvektorok nem lehetnek 0-vektorok. Van tehat
olyan A és u valds szam, hogy
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helyvektora pont, ekkor C rajta van az AgDy egyenesen, és
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miatt BoCy||AoCo, tehat C} azonos Ci-gyel, és hasonléan D] azonos Di-gyel. (Ezzel azt is belattuk, hogy ezek a
pontok mindig létrejénnek, ha a cstcsok kozott nincs harom egy egyenesen.) A bizonyitandé parhuzamossig ezek
alapjan a
C'l—D;:dl—Cl:%bo—l&lozi (Mbo—)\ao)zm,
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Osszefiiggés kovetkezménye.

Ha ByCy és AgDy parhuzamosak, vagyis mar eleve BC||AD, akkor C azonos C1-gyel, D pedig D1-gyel, és az allitas
nyilvanvaléan igaz.

b) A feladat masodik allitasanak elGszor a kovetkezs részét bizonyitjuk. Ha K az AB egyenes tetsz6leges (A-t0l és
B-t6l kiilonboz6) pontja, akkor az A-n at KCj-gyel és a B-n at K D;-gyel parhuzamosan hazott o', ill. b’ egyenes a
CD = ¢ egyenesen (L-ben) metszi egymast; mégpedig azzal, hogy az a’, ¢’ egyenesek metszéspontjat B-vel 6sszekots
egyenes parhuzamos K Di-gyel, tehéat azonos b'-vel.

Legyen a’ és ¢’ metszéspontja D*, alkalmazzuk a feladat elsé részében bebizonyitott tételt az ABC D* négyszogre,
és jeloljiik az igy Dy, Cy szerepét atvevd pontot Di-gal, ill. C7-gal (2. dbra, itt ABC'D konvex négyszog, és K az AB
szakaszon van, ajanljuk az olvasonak, szerkessze Gjra az abrat mas helyzeti A, B, C, D, K pontrendszerek esetében).



1. dbra

Mivel négyszogiink elsé harom szégpontja valtozatlan. azért L] az AD; egyenesen van, C7 az AC-n és
DiCY||D*C = DC||D1C;.

S mivel szerkesztésnél fogva C7B||C1K, és a D}Dq, C;{C1, BK egyenesek A-ban metszik egymast. azért a D;CT B
és D1C1 K, haromszogek egymés képei egy A-kdzépponti centralis hasonlésagban. Igy pedig harmadik oldalaikra
DiB = D*B||D1 K, ezt akartuk bizonyitani.

K szerepére az AB egyenesnek csak egy pontja nem alkalmas, ti. az, ahol a C1 D7 egyenes atmetszi, ha egyaltalan
metszi; akkor L nem jon létre.

¢) A masodik allitds L; pontjanak a C;D; egyenesre illeszkedése most mar tgy adoédik, hogy az L-re kapott
eredményt alkalmazzuk az A, B, C1, D1 pontnégyesre és az AB egyenes tetsz6leges K pontjara. (Az AB, CD egyenesek
metszéspontja azonban nem szerepelhet K-ként.)

d) Ratériink a masodik allitds hatra levs részének bizonyitasara, ti. hogy K, L és Li egy egyenes pontjai. Alkal-
mazzuk az a) eredmeényt az A, B, C, D pont helyén rendre az A, K, C, L pontnégyesre és jeloljik L-gal azt a pontot,
ahol az A-n at KC-vel parhuzamosan huzott egyenes metszi a KL egyenest. Ezek szerint L] kapja a tételbeli D,
szerepét, C1 szerepét viszont maga C7 jatssza az 0j négyszogben is. Ekkor pedig

LTC&HLO = DC||D101,

és a b) eredmény szerint L] azonos L;-gyel.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
Sashegyi Laszlo (Tatabanya, Arpad Gimn.)



