I. megoldas. A leirt alakzat szerkesztésében csak a G metszéspont létrejotte lehet kétséges. A mondott o < 60°
(és a hallgatolagosan feltett o > 0°, enélkiil nem lehetne o — 60° ) feltétel mellett, hosszusagegységnek O A-t véve
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ahol K a B pont vetiilete OA-n (1. abra fels része), tehat az AO és BF egyenesek nem péarhuzamosak, G valoban
létrejon, éspedig a K E félegyenes E-n tili részén.

Messe az E-n at BF-fel parhuzamosan huzott egyenes BK-t L-ben, és jeloljiik az OGD szoget [-val. Mivel a
szerkesztés szerint S mindig hegyesszog, elég a tangensét meghatarozni:
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Szerkesztésiink szerint )
KL:KB—EF:sinoa—gsinZ}oa, EK = cosa — cos 3a.

(Az utobbi megallapitdsban arra a koordinata-rendszerre gondolunk, amelynek origéja O, pozitiv x tengelye az OA
félegyenes: ebben K és E abszcisszija cosq, ill. cos 3a.) Ezek szerint
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A jobb oldalon all6 fliggvény a-nak folytonos fiiggvénye (ahol csak értelmezve van, vagyis mindeniitt, ahol cos « # 0,
+1). Tehat o — 60° mellett a hatarértéke egyenls az o = 60° melletti értékével, ez pedig /3.

A B sz0g tangense tehat tart a 60°-os szog tangenséhez, ha o — 60°. Mivel 0 < 2 < 90° mellett a tangens fliggvény
monoton novekedd, tetszéleges e-hoz van olyan 4, hogy ha [60° — x| < e-e, akkor |tgz — V3| < 6. Valasszuk a-t olyan
kozel a 60°-hoz, hogy |tg B — V3| < 6 legyen, akkor [60° — ] < ¢, tehat o — 60° esetén S — 60°.

II. megoldas. Legyen B vetiilete AO-n K, tiikorképe AO-ra B’ és a GD és BB’ egyenesek metszéspontja H (2.
abra).




Igy BK || DE, tehat FE = DE/3 alapjan B a K H szakasz K-hoz kozelebbi harmadolé pontja, és BH = 2BK =
BB’ = BD, hiszen a BB'O és BDO egyenl6 szart haromszogek O-nal levé szoge 2a. Ezért egyrészt a BDH haromszog
egyenld szart, masrészt B-nél levé D BB’ kiils6 szogét a BO egyenes felezi (a DBO szdg is és a B' BO szdg is potszoge
a-nak), tehat BO parhuzamos a DH alappal. Ennélfogva B minden szoba jovS helyzetében OGD< = AOB< = a, és
ha o — 60° akkor OGD< — 60°.
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Megjegyzések. 1. Az o = (8 Osszefiiggést (1) alapjan is belathattuk volna. Ez az osszefiiggés kiilonben bizonyithato
az 1322. gyakorlaiﬂ allitasa alapjan is, feladatunk ebbdl a gyakorlatbol szarmazik.

2. Ha a — 60°, akkor D pont tart a k kor A-val atellenes Dy pontjahoz, és D-vel egyiitt Dy-hoz tartanak az
E, F, G pontok is: a DEG héaromszog oldalainak a hossza 0-hoz tart, e haromszog a Dy pontra ,zsugorodik Ossze”.
(Tukorkép az 1. abra aljan.) Emiatt a kérdezett OGD sz0g is ,elvész a szemiink el6l”, hatarhelyzetét nem latjuk, mert
a GD egyenest meghataroz6 2 pont hatarhelyzete ugyanaz a Dy pont.

Avégett, hogy ezt megakadalyozzuk, rajzoljuk meg az o — 60° értékekhez a DEG haromszoghtz hasonlo D* E*G*
haromszoget, melyben a D*E™ szakasz hossza a-tol fiiggetleniil egységnyi. Ha G tart Dg-hoz, a BG egyenes tart a
By Dy egyeneshez, ahol By a B pont hatarhelyzete a — 60° esetén, azaz AOBy<t = 60°. Mivel ADyBy<< = AOBy</2 =
30°, az EGF sz06g hatarértéke 30°, azaz rogzitett E*, D* mellett a G olyan G}, ponthoz tart, melyre az E*F*Gj
haromszogben E*-nal derékszog, Gj-nal 30°-0s szog van (F* az E*D* szakasz E*-hoz kozelebbi harmadolépontja).
Tehat az E*G{D* haromszog egy szabalyos haromszog fele, E*GjD*< = 60°.

Az elmondottakkal csupan szemléltetni kivantuk a feladat allitasat, a fenti gondolatmenetben szerepld allitasokat
nem bizonyitottuk be, még azt sem mondtuk meg, mi ezeknek az allitdsoknak a pontos jelentése. Megjegyezziik
azonban, hogy e vazlatos ,bizonyitas” egzakttd tételének nincs akadalya, a hatarérték fogalma geometriai alakzatokra
is kiterjeszthetd.
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