Legyen a két kor ki és ko, kdzos kozéppontjuk O, sugaruk rendre r1, ra, és 71 < ro. Ha a kovetelmények szerinti
négyzetet O koriil forgatjuk, cstucsai rajta maradnak kj-en, ill. ko-n, ellenben az adott P pontrél a rajta atmend
oldalegyenes ,lelép”, de elegends nagy elforditas utan esetleg egy masik oldalegyenes sopor 4t P-n. Ez adja azt az
Otletet, hogy a P-re vonatkozo kovetelménytdl egyeldre eltekintve olyan ABCD = N segédnégyzetet szerkessziink,
melynek csiicsai a két koron vannak. Ekkor ugyanis csak az lesz mar hatra, hogy N-et O koriil forgatva, a forgatast
abban a helyzetben allitsuk meg, amelyben N valamelyik oldala éppen athalad P-n; az ehhez sziikséges o forgatasi
szoget probalgatas nélkiil ugy kapjuk, hogy P-t az O koriil raforgatjuk N valamelyik oldaléra, ekkor a nagysaga
(abszolut értéke) egyenls ezzel a szoggel, irdnya pedig vele ellentétes (1. abra, lasd a 124. oldalon).

2. Megmutatjuk, hogy az N cstcsaira fennallo kdvetelmény csak ugy teljesiilhet, ha ki-en N egyik oldalanak
végpontjai vannak rajta, ko-n pedig a szemben fekvs oldal végpontjai. (Ugyanis a kozbeszédi szokés szerint ugy
értelmezziik a kovetelményt, hogy ki-en is, ko-n is kell lennie N valahany cstcsanak.) Nem lehet ugyanis N-nek 3
csicsa az egyik koron, mert minden négyzet hirsokszog, és barmelyik 3 csicsan dtmend kor atmegy a negyedik (az
Osszes tObbi) cstcson, igy pedig egy csucs sem lenne a maéasik koron. Tovabbé az sem lehet, hogy mindegyik koron
egyik-egyik atlo végpontjai legyenek rajta. Ha ugyanis a ki-en levd csicsok A, C, és igy B, D a ko-n vannak, akkor O
rajta lenne AC felez6 merdlegesén is, BD-én is, tehat csak a négyzet kozéppontja lehetne, ebbdl pedig az kovetkeznék,
hogy ko azonos k; gyel. N cstcsainak a két korre mas elosztasa nem lehetséges, allitdsunkat bebizonyitottuk.

3. Legyen tehat a pozitiv koriiljarast ABC'D = N-nek A, B csucsa ki-en, C, D pedig ko-n és forditsuk el abrankat
A koriil +90°-kal. Ekkor B a D-be jut, és legyen O, k; 1j helyzete O, kj. Mivel k; atmegy B-n, azért k] atmegy
D-n, vagyis D a kp-nek és kj-nek kozds pontja, és miutan A-t a kj-en tetszés szerint megvalasztottuk, O, k] és D
megszerkeszthetd., D-t —90°-kal elforditva kapjuk B-t (ki-en), C' pedig a D-nek tiikkorképe az AB szakasz f felez6
merGlegesére. Igy AB = AD és DAB< = 90°, végiil C négyzetté egésziti ki a DAB haromszoget és rajta van ko-n,
hiszen f a ko-nek is szimmetriatengelye.

A D pont — és vele a négyzet — akkor és csak akkor jon létre, ha kj-nek és ko-nek van kozds pontja. Ennek foltétele,
mivel centralisuk hossza r; \/5, a kovetkezd:

ro —11 V2 <1y 1,

amibdl a jobb oldali egyenlGtlenség ro > r1 alapjan mindig teljesiil. A baloldalibodl pedig a két sugar ardnyara

1< 2 <14+V2
1

4. Visszatérve a P ponttal kapcsolatos kovetelményre, N forgatasa kdzben oldalegyeneseinek O-t6l valo tavolsiga
nem valtozik, igy az oldalegyenesek érintenek egy-egy kort (AD és BC ugyanazt a kort). P-n azok az oldalegyenesek
sopoOrnek at, amelyekhez tartozé korhoz lehet P-b6l érintét hizni — éppen ezek az érint6k az oldalegyenes megfelel
helyzetei —, vagyis amelynek sugara kisebb az OP = d tavolsdgnal. Egy ABCD segédnégyzet 3 ilyen koréhez P-bdl

legf6ljebb 6 érinté huzhato, igy — amennyiben 2 segédnégyzetet kapunk —, N megfelel helyzeteinek szama legfoljebb
12 (2. abra).



Adott 1, 72 esetében a mondott korok sugarai ki is szamithatok és 6sszehasonlithatok d-vel. A szamitast az olvasora
hagyjuk.

Megjegyzés. A fenti megoldésbeli kozbiils§ eredményhez — amelyben a négyzetnek két szomszédos csicsa a ki en, a
mésik kett6 pedig a ko-n van —, eljuthatunk a ,feladat megforditasdnak modszeré’-vel és hasonlésagi transzforméciéval.
Egy tetszbleges A7 A5 A5 A} = N™ négyzet A7 A5 oldalanak felez6 merdlegesén megszerkesztjiik azokat a K™ pontokat,
amelyekre K*A] : K*A)] = r1 : ro (Apolloniosz-korrel, a metszéspontok szama 2, 1 vagy 0), majd O-bol K*A7-vel
(i=1, 2, 3, 4) parhuzamosan huzott félegyenesekkel kimetssziik kq1-b6l Aj-et és Ao-t, ko-b6l As-at és Ay et, ekkor a
segédnégyzet A1 As Az Ay. (Két 1épésben: N*-ot nagyitjuk r; : K*A; ardnyban és K* képét O-ba toljuk.) A szerkesztést
a megoldasbeli elforditéassal fejezziik be (3. abra).

3. dbra



