A kérdés kissé szokatlan feltevése — a ,lehet” szoval — azt sejteti, hogy a valasz nem egyértelmd, tobb ilyen test
van, és a térfogatuk természetesen mas és méas. Ezért elGszor azt fogjuk megvizsgalni, melyek azok a testek, amelyekre
raillik a feladatbeli leirds. Kiilon figyelmet forditunk azokra a meggondolasokra, amelyekben a konvexséget hasznaljuk
fel, mert a versenyzsk ezeket a részeket elnagyoltak, ,0sztondsen” jol alakitotték ki a testeket, de nem mutattak meg,
hogy miért kell ezeknek a testeknek éppen olyanoknak lenniiik, mint amilyenek, és igy nem bizonyitottak be, hogy az
altaluk adott értékek a feladat Gsszes megoldasai. Egy pillantds az 1. abrara meggy6z arrol, hogy ha a konvexséget
nem tennénk fel, akkor végtelen sok test felelne meg a kdvetelményeknek.

1. dbra

1. Allitsuk képzeletben vizszintesre azokat a parhuzamos sikokat, amelyek a vizsgalt T test csiicsait hordozzak, és
jeloljiik 6ket Sq-gyel és So-vel. Nevezziik a testnek az Sy és So kozotti lapjait oldallapoknak, és legyen H a T tetszGleges
haromszog alaku oldallapja. Tegyiik fel, hogy H-nak Si-ben két csiicsa van, jeloljik ezeket P-vel, Q-val, és legyen R a
harmadik csdcs. Jeloljiikk a H-hoz P R-ben csatlakozo6 oldallap sikjanak S;-gyel alkotott metszésvonalat p-vel. Mivel ez
az oldallap téglalap, azért p meréleges P R-re. Hasonléan legyen ¢ a Q) R-hez csatlakozé oldallap sikjanak és Si-nek a
metszésvonala, ¢ mergleges @ R-re. Megmutatjuk, hogy p és ¢ a PQ szakasz F felez6 mer6leges sikjara nézve tiikrésen
helyezkedik el (2. abra).
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2. dbra

A PR egyenes nem lehet meréleges Si-re, hiszen nem meréleges az Si-beli PQ egyenesre. Igy Si-ben csak egy,
a P-n atmend, PR-re meréleges egyenes van. Tiikrozziik az S1-bdl, H-bol és ¢-bol allo alakzatot F-re. Ekkor S és
H 6nmagaba megy at, g képe pedig olyan egyenes, amely atmegy P-n és meréleges PR-re. Mivel ilyen csak egy van,
azért q képe csak p lehet, allitdsunkat ezzel bebizonyitottuk.



Ha H sikja meréleges Si-re, p és ¢ parhuzamosak, és parhuzamos veliik a H-hoz PR-ben és QR-ben csatlakozo
lapok sikjanak r metszésvonala is. Ez az r egyenes benne van Se-ben és a konvexség miatt T-nek az Sa-n levs barmely
tovabbi cstcsa csak r-en lehet rajta. Emiatt T-nek egyetlen tovabbi csicsa van Sa-n, legyen ez Ry, és legyen P és Q4
a PRR;, QRR, haromszoget téglalappa kiegészitd pont. Ez a PQR alapt; egységnyi magassagu test az egyetlen olyan
test, amelyike eleget tesz a feladat kovetelményeinek, és amelynek van Si-re meréleges haromszog alaka oldallapja.
Mivel két csicsa van Sa-n, azért ezt a testet Th-vel jeloljik (3a abra).

Sa. dbra 3b. dbra

Ha H nem meréleges Si-re, akkor az R cstiicsanak az Si-en levé Ry merdleges vetiilete a P(Q) szakasz felezGpontjatol
kiilonbo6z6 pont. Ismeretes, hogy R1 P 1 p és R1Q L g, tehat p és g is metszi egymast, a metszéspontjuk, M rajta van
az F sikon, és a PR, haromszoget deltoidda egésziti ki. H tehat ,elhajlik” M-t6l, Si-en levé arnyéka a PQ) egyenes
M-mel ellentétes oldalara esik. Magéanak a T testnek is ezen az oldalon kell lennie, hiszen konvexitasa miatt minden
csucsa a H sikjanak ugyanazon az oldalan van, és a H-hoz csatlakozo téglalapok cstcsai nem lehetnek H-nak az M
felé es6 oldalan, hiszen az M RP és M R(Q szogek hegyesszogek, igy ezeket a téglalapokat nem lehet az M RP, M RQ
sikrészeken elhelyezni. (Ha T nem volna konvex, akkor e téglalapok ugyis elhelyezkedhetnének, hogy egyikiik H-nak
az M felé es6, masikuk az M-mel ellentétes oldalan van. Ilyen részlet talalhato az 1. abran.) Ezzel belattuk, hogy

a) T-nek a haromszog alaku lapjai a két parhuzamos sik koziil ahhoz hajlanak hegyes szégben, amelyiken két
cstcsuk van;

b) az egyméashoz csatlakozo haromszogek és téglalapok Si-gyel parhuzamos élei nem alkothatnak hegyes szoget
(mert példaul a 2. abran a PR-hez csatlakozo téglalapnak az Si-en levs tovabbi cstcsa M P-nek a P-n tali meg-
hosszabbitasan van).

¢) a haromszog alaku oldallapokhoz csatlakozé téglalapok e haromszogeknek az Si-re merdleges szimmetriasikjara
nézve szimmetrikusan helyezkednek el.

2. Legyen ABCD a T testnek valamely téglalap alaka oldallapja, az A, B cstcsok legyenek Si-en, C és D pedig
So-n. Jeloljiik Fp-lal a BC' és DA szakaszok k6z0s felez merdleges sikjat, ebben van benne a BC-hez, illetve D A-hoz
csatlakozo haromszog-lapok E, illetve F' cstcsa. Igy Fy metszi az S, So sikok koziil legalabb az egyiket, de akkor S;
és Sy parhuzamos volta miatt a mésikat is metszi, és a két metszésvonal parhuzamos. Jeloljiik ezeket e;-gyel és ea-vel,
Fy és az ABCD lap S sikjanak a metszésvonalat e-vel (4. abra).

4. dbra

Nyilvan e is parhuzamos e;-gyel és es-vel, és e elvalasztja egymastol ezt a két egyenest. Emiatt elvalasztja egyméstol
S is az ey és eq egyeneseket, tehdt T-nek nem lehet ej-en is, és eo-n is csicsa. Tegylik fel, hogy es-n nincs csicsa T-nek,
tehat F és F' az ej-en van. Az ABEF négyszogben AB parhuzamos EF-fel, BE = AF, és az el6z6 pont szerint az
A-beli és a B-beli sz6g nem lehet hegyesszog. Tehat ABEF szimmetrikus trapéz. Ezzel belattuk, hogy

a) az ugyanahhoz a téglalaphoz csatlakozo haromszogeknek Sy és So koziil ugyanabban van a hatralevs csicsuk;

b) a téglalap alaku oldallapokhoz csatlakozo két—két haromszog a téglalapnak az Si-re merdleges szimmetriasikjara
nézve tiikrosen helyezkedik el.

3. Az el6z6 pont a) megéllapitasabol T-t mintegy korbejarva kapjuk, hogy a haromszog alaku oldallapok mind-
egyikének Sy és Sy koziil ugyanabban van két csiicsa, legyen ez mondjuk S;. Eszerint ha a T test Se-beli csicsainak
a szamat n-nel jeloljiik, akkor T-nek Si-ben 2n csicsa van. Konnyi latni, hogy n értéke nem lehet 1, tehat T-nek



S1-ben valodi lapja van, jeloljik ezt As,-nel, és jeloljik T-nek az So-ben levs részét F,-nel: ha n = 2, akkor F), csak
egy szakasz, kiilonben F,, is lapja T-nek. Az 1. pont ¢) megéllapitasabol és a 2. pont b) megallapitasabol kovetkezik,
hogy As,, szogei egyenléek. Ebbdl mar konnyen bizonyithatd, hogy ha n > 2, akkor F;, szabalyos n-szog (3b abra). Az
1. pont a) megallapitasa szerint, ha F), csucsait Si-re vetitjiik, a vetiiletek benne lesznek As,-ben.

Jeloljiik I teriiletét f,,-nel, a téglalap és haromszog alaki oldallapok Si-en levs vetiiletének a teriiletét t,-nel és
hp-nel, a test magassagat A, -nel. Ekkor az So-t6l x - A, tavolsagra levs, Sa-vel parhuzamos sik a testbdl

tn(z) = fn + xnt, + >nh,

teriiletd idomot vag ki, tehat a test térfogata

1 1
vV, = )\n/tn(x)dx =\, /(fn + ant, + x*nhy,)dr =
0 0

An(fn+g~tn+g-hn).

n T 1
w=Detgl, Mg = 4 ——,
f 198 sin® 7/n

1
tn, = h., = ct
" sinm/n’ n = cter/n,

Konnyen lathat6, hogy

és hogy, amint az A, fenti alakjabol is kiolvashato, n < 6. Az n =1, 2, 3, 4, 5 esetekben a feladat kovetelményeinek
eleget tevs testet kapunk, és ezek térfogata

192
Vo=V3=1732, V3= Tf = 4,478,
V2 35  31v5
Vi=d+ 5= =T300,  Va= o - =863

Ezzel a megoldast befejeztiik.



