I. megoldas. A halmaz kivant felbontaséat tgy értjiik, hogy a halmaz minden egyes eleme szerepel vagy az egyik,
vagy pedig a masik részhalmazban.

6 egymast kovets természetes szam koziil legfoljebb egy oszthato a 7-es torzsszammal, mert ha egy m szam oszthato
vele, akkor a 7-tel oszthato, hozza legkozelebbi szdmok m — 7 és m + 7. Ebbé6l kovetkezik, hogy a keresett halmaz
egyik eleme sem oszthato 7-tel, kiilénben az egyik részhalmaz elemeinek szorzata oszthaté volna vele, a masikéié nem,
igy pedig nem lehetnének egyenlSk. Csak olyan szamhatosokrol lehet tehat szo, amelyeknek egymés utani elemei 7-tel
osztva rendre 1-et, 2-t, ..., 6-ot adnak maradékul.

Igy a két részhalmaz szorzatainak szorzata csak

(Th + 1) (Th + 2)(Tk + 3)(Tk + 4)(Tk + 5)(Tk + 6) = 7K + 6! = 7K + 720 = N?

alaku lehet (bettikkel itt mindig természetes szamot jeloliink), ahol N az egyik-egyik részhalmaz elemeinek szorzata;
ennélfogva N2-et 7-tel osztva 6-ot kell kapnunk (legkisebb pozitiv) maradékul, mert ennyi a 720 maradéka.
Ilyen négyzetszam viszont nincs, mert a 7-tel valé oszthatdsig szempontjabol minden természetes szam beletartozik
a
7i, Tj+1, Tj+£2, Tj+3

alakok valamelyikébe, és eszerint a négyzetét 7-tel osztva rendre 0, 1, 4, ill. 9, azaz 2 a maradék.
Eszerint egyetlen természetes szdmnak sincs meg a kivant tulajdonséiga.

Hosszi Ferenc (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., IV. o. t.)

II. megoldas. A halmaz elemei k6zt van 5-tel oszthatod, ezért az egyik részhalmaz elemeinek szorzata oszthatd
vele. Avégett, hogy a masik szorzat is oszthato legyen 5-tel, az elemek kozt még egy masiknak is oszthatonak kell lennie
vele. E két szam kiilonbsége 5, tehat csak n és n + 5 lehetnek ezek, és a kozbiils6 négy szam egyike sem oszthato 5-tel.

A kozbiilss szamok koziil kettd paros, kettd paratlan. Az utébbiak koziil legfoljebb az egyik oszthat6é 3-mal — hiszen
kiilonbségiik 2 — ennek a szamnak a legkisebb primosztéja tehat legalabb 7. Ez az oszté nem fordulhat el6 a halmaz
még egy elemében, a kivant csoportositas tehat egyetlen természetes szam mellett sem létezik.

Féldes Tamds (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., III. o.t.)

II1. megoldas. A fontiek szerint a halmaz elemeinek egyike sem oszthato 7-tel, sem nagyobb primszammal, igy
kiilonb6z6 alapt primszamhatvanyok szorzataiként valo elgallitasukban csak a 2, 3 és 5 primek léphetnek f6l. Ugyanez
all a két részhalmaz N? szorzatara is, és ebben minden kitevs paros.

Az 5 kitevGje N2-ben 2, azaz sem n, sem n + 5 nem oszthaté 52-nel, kiilsnben az egyik részhalmazbol képezett
szorzat oszthat6 volna 5%-nel, a masik nem, hiszen egy 5%-nel oszthaté m szamhoz a legkdzelebbi, 5%-nel oszthatok
m + 25. — Ugyanigy 3-nak is 2 a kitevje N2-ben.

A halmaz elemei koziil harom péaros, de koziiliikk legalabb egy oszthato 4-gyel, igy 2 kitevGje legalabb 4, tovabba
paros. Lehet még 6 is, ha ti. a parosok legkisebbike vagy legnagyobbika oszthat6 8-cal, mert igy a 4-gyel nagyobb, ill.
kisebb elem oszthato 4-gyel, ami — a hatra levs parossal szorozva oszthatova teheti a méasik szorzatot is 8-cal. 6-nal
tObb azonban a fontiekhez hasonléan nem lehet 2 kitevdje.

Ezek szerint N2 értéke vagy 2* - 32 - 52 = 3600, vagy ennek 4-szerese, 26 - 3% . 52 = 14 400.

Marmost a

P,o=nn+1)n+2)(n+3)(n+4)(n+5) (n=1,2,...)

sorozat szigortian monoton nd, hiszen tagjai pozitivok, és egy tagjanak és az el6z6nek a hanyadosa

PnJrl n+6
= > 1,
P, n

mésrészt Py = 6! = 720, P, = 7! = 5040, P; = 8!/2 = 20 160, nincs tehat olyan n, amelyre P,, értéke 3600 vagy 14 400
volna; a kivant tulajdonsiga nincs meg egyetlen természetes szdmnak sem.

IV. megoldas. Azt mutatjuk meg, hogy a 6 elem szétosztasa a két részhalmazra sem 5 : 1, sem 4 : 2, sem 3 : 3
aranybarﬁ nem lehetséges.

Nem lehet az ardany 5 : 1, mert n = 1 esetén a legnagyobb elem kisebb a tobbi elem szorzaténal: 6 < 1-2-3-4-5;
n > 1 esetén pedig mara masodik és harmadik elem szorzatanal is, hiszen

(1) (n+1)n+2) —(n+5)=n-1)n+3)>0, ha n>1.

Nem lehet 4 : 2 sem az eloszlas, mert n = 1 esetén 6-5 > 1-2-3-4,és6-4 < 1-2-3-5, tovabb pedig (1) és a hasonldéan
adodo (2) szerint

n+5<(n+1)(n+2),
(2) n+4 < n(n+3),

LAz ,arany” szot itt abban az értelemben hasznaljuk, mint a sporteredményekben szokésos, vagyis a kettGspont csupéan elvalaszto a két
Llétszam” k6zott.



tehat a legnagyobb két szamszorzata kisebb, mint a tobbi négyé; ugyanis
n(n+3)—(n+4)=n>+2n—4=(n+1°>-5>0, ha n>2

Végiil a 3 : 3 arany lehetetlen volta abboél adédik, hogy a II. megoldéas szerint n az egyik, n+5 a masik részhalmazba
tartozik az 5-tel vald oszthatosag alapjan, igy pedig az utébbi halmazbeli elemek szorzatanak alsé korlatja nagyobb,
mint az el6bbi halmazbeli elemek szorzatanak felsé korlatja:

(n+5)(n+1)(n+2)—nn+3)(n+4)=2n+5)+nn+3)[(n+5) — (n+4)] =
2(n+5) +n(n+3) > 0.

Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
Farkas Gdbor (Budapest, Eotvos J. Gimn., IV. o. t.)



