Tartsuk vizszintesen a P P> P3Py négyzet Sy sikjat, jeloljiik G;-vel a P; koriili, ¢ egységnyi sugart gémbot (i =
1,2,3,4). Az Sy egy tetsz6leges P pontjanak egy S siktol mért elGjeles tavolsdgan magat a PQ szakaszt értjik,
ahol @ a P vetiilete S-en —, ha @ az Sy f6lott van, ha pedig @ az Sy alatt van, akkor negativnak tekintjik PQ-t.
Jeloljiik négyzetiink kozéppontjat Pp-lal, P;-nek S-t6l meért elGjeles tavolsagat d;(S)-sel, a P,Q; egyenest e;-vel (i =
=0, 1, 2, 3, 4). Bebizonyitjuk, hogy

(].) d1(5)+d4(5):d2(8)+d3(5),

annak belatasaval, hogy mindkét oldal 2 dy(S)-sel egyenld.

Az e, e4 65 eg egyenesek parhuzamosak és metszik a P; Py egyenest, egy sikban vannak és Qg nyilvanvaloan felezi
a Q1Qq-et (1. dbra), emiatt

1 1 1 1 1
PyQo =P+ 3 (Q1Q4 — P1Py) = B (P1Q1+ Q1Q4 + PyP1) + §P1Q1 =3 PyQ4+ 3 PiQ,

vagyis

PQ1+ P1Qs = 2PQo.

Innen
d1(S) + ds(S) = 2dy(S), és ugyanigy
d2(S) + d3(S) = 2do(5).

Mivel P;-nek S-t6l mért tavolsaga |d;(S)|, azért S akkor és csakis akkor érinti G;-t, ha
(2) |di(S)| =1,
mig ha ehelyett
(3) |di(S)| < i,
akkor S metszi G;-t, ha pedig
(4) |di(S)] > 1,

akkor S-nek nincs kozos pontja G;-vel, kiviil halad rajta.

Ha marmost S érinti — mondjuk — a G, G2, Gs gombdoket, akkor dy, da, ds abszolut értéke rendre 1, 2, 3 elGjeleik
megvalasztasara pedig 2-2-2 = 8 lehet§ségiink van. Persze négy gomb koziil harmat még 3-féleképpen valaszthatunk, az
igy szoba jove eseteket tablazatunkban mutatjuk be. Ebben csillag 4ll annak a d;-nek a helyén, amelyik nem szerepel a
valasztott és elGjellel ellatott harom kozott, a megfelel6 gombkozéppontnak a mésik hdromhoz tartozé érintésiktél mért
tavolsagat (1) alapjan a d-vel jelolt oszlopban adtuk meg, és ennek, valamint (2)—(4)-nek alapjan azt is eldontottiik,
milyen a negyedik gémbnek és a valasztott harom gémbodt érint6 siknak a kolesonds helyzete.



dy do ds dy

1 2 3 * 4 érint

1 2 -3 * -2 metsz

1 -2 3 * 0 metsz

1 -2 -3 * —6 nem metsz
1 2 * 4 3 érint

1 2 * —4 -5 nem metsz
1 -2 * 4 =7 nem metsz
1 -2 * —4 -1 metsz

1 * 3 4 2 érint

1 * 3 —4 —6 nem metsz
1 * -3 4 8 nem metsz
1 * -3 —4 0 metsz

* 2 3 4 1 érint

* 2 3 —4 9 nem metsz
* 2 -3 4 -5 nem metsz
* 2 -3 —4 3 nem metsz

A tablazat 16 esetébdl a hatralevd 16 esetet ugy kapjuk, hogy a megvalasztott, illetve kiszamitott szamok mind-
egyikét (—1)-gyel megszorozzuk (ezzel tulajdonképpen tiikrozziik a mindenkori S-et Sp-ra).

Négyszer kaptuk azt, hogy a negyedik gémb érinti a széban forgd sikot, vagyis a sik mind a négy gémbot érinti,
ez azonban egyetlen esetet jelent, azt, amikor az elGjeles tavolsagok értéke rendre (1, 2, 3, 4); igy a téblazat 13 esetet
jelent, Gsszesen tehat 2 - 13 = 26, a feladatban kivant tulajdonsagu érinté sik lehet, ezek koziil 2 - 4 = 8 metszi a
negyedik gémbot, 2 pedig érinti a negyediket is.

Be kell még latnunk, hogy a tablazatban feltiintetett esetek mindegyikének pontosan egy sik felel meg. Ez konnyen
kovetkezik az alabbi allitasbol.

Legyen A és B az Sj sik tetszéleges pontja, és irjunk A koriil a sugarral, B koriil b sugarral egy—egy gdémbot,
jeloljiik ezeket G 4-val és Gp-vel, az Sy alkotott metszésvonalukat k4-val és kp-vel. Tegyiik fel, hogy ka és kp koziil
egyik sincs a masik belsejében, és nincs kozos pontjuk. Rajzoljuk meg Sp-ban k4 és kp kozos kiils6 érint6 egyeneseit, és
jeloljiik ezek metszéspontjat M-mel, az altaluk hatarolt szogtartomanyt, és annak M-re vonatkozo tiikorképét K-val
(2. abra).

2. dbra

Legyen C az Sy siknak olyan pontja, hogy a C' koré c sugarral irt G gémbnek Sp-on levs k., kore teljes egészében
K-n kiviil van. Akkor van olyan ST, illetve S~ -sik, amelynek az A, B, C pontoktol mért elGjeles tavolsdga rendre
(a, b, ¢), illetve (a, b, —c).



Ehhez felsorolunk néhany allitast sik és az iméntiek szerinti kolcsonos helyzetd gombok érintkezésérsl, bizonyité-
sukat azonban részben az olvaséra hagyjuk.

Ha egy S sik két gombot érint, akkor az érintési ponthoz tartozoé sugarak parhuzamosak egymassal, hiszen mindkettd
merdleges az érintGsikra. S-et kozos belss érintésiknak mondjuk, ha szétvalasztja a két gdbmbkozéppontot; és kozos
kiils6 érint&siknak, ha nem valasztja szét Sket, e két esetben a mondott sugarak — mint a gémbkoézéppontbol induld
félegyenesek — rendre ellentétes, illetve megegyezs irdnytak.

Az O;, O; kdzéppontu, kiilonbozs r;, r; sugara (r; > ;) G;, G; gombok két kiilonbozs centrumra vonatkozoéan
hasonl6 helyzetiiek egymdashoz. Egyméasnak paronként megfelel6 pontjaik a parhuzamos és egyiranyd sugaraik F;, E;
végpontjai, illetve a parhuzamos és ellentétes irdnyt sugaraik F;, L; végpontjai. Az ilyen végpontparokat Osszekots
E;E;, illetve F; L egyenesek valamennyien dtmennek az O;0; egyenes egy—egy allando (E;, ill. F; megvélasztasatol fiig-
getlen) pontjan, ez a gdmbjeink K; kiilss, ill. B;; belsé hasonlosagi centruma. Ezek tavolsaga a két gémbkozépponttol
a KlezEl és KijOjEj, illetc’ileg a Bij Ole és BijOij hasonl6 haromszégekb(jl

OZOJ *To, BijOv - OlOJ *To,
ri+7r; ri—7T;

K;;O, =
ahol v = 4, j (az indexek valamelyike). B;; az O;0; szakaszon van, K;; pedig ennek O;-n tuli meghosszabbitasan, és
Byj is, Kj; is kivill van G;, G mindegyikén.

E két gobmb barmely kozos érintSsikja vagy K;;-n vagy B;;-n dtmegy és ennek megfelel6en rendre kiilsg, ill. bels6
kozos érintdsikrol van szé. — Forditva, ha egy sik &tmegy valamelyik hasonlosagi centrumon és érinti a gombok egyikét,
akkor érinti a masik gombot is. (Mindkét tipusu érintdsikbol végtelen sok van, ezek egyben egy—egy forgasi kupfeliilet
érintGsikjai, melynek cstcsa K;j, ill. B;; és tengelye az O;0; egyenes.)

Most ratériink a G4, Gp, G¢ gbmbokre vonatkozo allitasunk bizonyitasara. Jeloljik k4 és kp egyik kozos kiils6
érintGjét e-vel, az ezen atmend, Sp-ra merdleges sikot S-sel, G4 és G¢ kozos bels6é hasonlosagi centrumét Hp-vel,
a kiils6t Hp-val. Belathato, hogy ha k. a K-n kiviil van, akkor Hj is, Hy is K-n kiviil van (ennek bizonyitasat az
olvasora hagyjuk). Forgassuk el S-et az AB egyenes koriil tgy, hogy menjen 4t Hy-n, jeloljiik a kapott sikot Sk-val,
és forgassuk el ugy is, hogy menjen at Hy-n — ezt a helyzetet jeloljiik Sp-sel. (Mivel Hy, és Hy a K-n kiviil van, az Sk,
Sy sikok valoban léteznek.) Az Sy sik érinti Ga-t és atmegy Hy-n, igy G-t is érinti, és nem valasztja el egymastol
sem G-t és Gp-t, sem Ga-t és Geo-t, vagyis a G4, Gp, Go gémbok Sk-nak ugyanazon az oldalan vannak. Emiatt
az érintési pontokhoz tartozé sugarak Sp-nak ugyanazon az oldaldn vannak, tehat S-nek az A, B, C' pontoktél mért
elGjeles tavolsagai ugyanolyan elGjeliek: vagy mind a harom pozitiv, vagy mind negativ. Ha mind pozitiv, akkor készen
vagyunk, ha mind negativ, akkor Sp-nak Sp-ra vonatkozé tiikdrképe a keresett ST sik. Mivel az a sik, amelyiknek A-t6l
B-t6l, C-t6l mért elGjeles tavolsdga rendre a, b, ¢, érinti G 4-t, Gp-t és G¢o-t, és ezeket a gdbmboket nem valasztja el
egymastol, ez a sik csak Sy, vagy annak az Sy-ra vonatkozo tiikorképe lehet.

Hasonloan lathatjuk be, hogy az (a, b, —c) elGjeles tavolsagokhoz tartozo S~ sik csak S, vagy annak Sy-ra vonatkozo
tiikorképe lehet, és hogy e két sik egyikéhez valoban ezek az elGjeles tavolsadgok tartoznak.

A feladat megoldasét ezzel befejeztiik.

Megjegyzés. Tobb versenyzd alapitotta megoldasat a kovetkezs sikmértani tételre: ha tekintjiik hdrom kér paronként
vett belsG és kiils6 hasonlosagi pontjait, ez a 6 pont harmasaval egy—egy egyenesre — a korok hasonlosagi tengelyeire
— illeszkedik; 4 ilyen tengely van, egyikiikon a 3 kiils6 hasonldsagi pont van rajta, a tobbi haromon két korpar belsé
és egy korpar kiilsé hasonlosagi pontja. A hasonlésig azok kozt a gombok kozt is fennall, amelyeknek az el6bbi kérok
f6korei, és a mondott 4 tengely mindegyikén at 2—2 k6zos érinté sikja megy 4t a 3 gdmbnek, ezek egymas tiikorképei a
3 gombkozéppont altal meghatarozott sikra és mas kozos érintdsikjuk nincs — hacsak a hasonlésagi pontok mind kiviil
esnek a f6korokon (gombokon), és ha a 3 gombkozéppont nem esik egy egyenesbe.

Ezeket a tengelyeket tiinteti fel a 3. dbra az adott 4 gomb esetére. A centrumok helyzetét megado fenti képletek
szerint a 4 gombbdl képezhets 6 parnak a Ko, ..., K34 kiils6 hasonlésagi pontjai egy egyenesen vannak, ezen megy



at a 4 gomb kozos kiils6 érintGsikja, ebben a harmaséaval vett tengelyek koziil 4-esik egybe, masutt nincs tengelyek
egybeesése. (Szemléletesen azt jelenti a kozOs érintGsik létezése, hogy a 4 gombot az elSirt helyzetben egyméshoz
rogzitve, a rendszer letehetd siklapra ugy, hogy mind a 4 gomb tamaszkodik a sikra.)



