I. megoldas. Jeloljiik az adott haromszog csucsait A, B, C-vel, a keresett koroket rendre k4, kg, ko-vel, sugarukat
ra, B, ro-vel, ka és kp egyik metszéspontjat Ci-gyel, kp és ke, illetve ko és k4 egyik metszéspontjat Ai-gyel, illetve
Bi-gyel. Mivel ezek a korok merglegesen metszik egymaéast, a C'Aq, illetve C' By egyenes érinti a kg, illetve a k4 kort,
és CA; = CBj. Megmutatjuk, hogy ha a sik tetsz6leges P pontjabol a ka, kp korokhoz hizott érinté szakaszok
egyenldek, akkor PC; merdleges AB-re (1. abra).

1. dbra

Legyen C; merdéleges vetiilete az AB egyenesen C’, mivel az ABC; haromszégben Ci-nél 90°-os szdg van, ¢/ az
AB szakaszon van. Jeloljiik a P-b6l kx-hoz kp-hez huzott érinték érintési pontjat @Q-val, R-rel, a PCy egyenesnek a
k4 koron levé masik pontjat Si-gyel, a kp koron levé mésik pontjat So-vel. Ekkor

PQ* = PC, - PS;, PR? = PC, - PSs,

ha tehat PQQ = PR, akkor PS; = PSs. Mivel az S1, Sy pontok a PC; félegyenesen vannak — hiszen P a korokre
nézve kiils6 pont —, ebbdl kovetkezik, hogy Sy és Se azonosak, tehat PCy a ka, kp koroket ugyanabban a pontban
metszi masodszor. Ez a pont csak a k4, kp korok Cp-t6l kiilonb6z6 metszéspontja lehet. Es mivel a kg4, kp korok két
metszéspontjat 0sszekots egyenes merdleges az AB centrélisukra, belattuk, hogy a P pont rajta van ezen az egyenesen,
tehat PC; valoban meréleges AB-re.

Hasonléan lathaté be allitdsunk megforditasa is: a k4, kp korck kozos hurjanak meghosszabbitasan levé pontokbol
e korokhoz egyenls hosszi érinték hizhatok.

Eredményiinkbdl kovetkezik, hogy CCy L AB, és CCy az AB szakaszt annak bels6 pontjaban metszi. Hasonldéan
kapjuk, hogy BBy 1 AC, AA; | BC, tehat az AA;, BBy, CCy egyenesek az ABC haromszog magassagvonalai,
és a szemkozti oldalszakaszokat belsé pontban metszik. Emiatt feladatunknak csak akkor van megoldasa, ha ABC
hegyesszogii haromszog. Ebben az esetben a C; pontnak a C-n atmend magassagon is, az AB feletti Thalész-koron is
rajta kell lennie, legyen tehat Cy e kett§ valamelyik metszéspontja. Vélasszuk k4-nak, illetve kp-nek az A, illetve B
koriil rajzolt, Cq-en atmend kort. Mivel AC; L BCh, azért ks és kp merdlegesen metszik egymast. A fentiek szerint
C-bdl e korokhoz egyenls nagysagi érintSszakaszokat htizhatunk, jeloljiik az érintési pontokat Bi-gyel, illetve A;-gyel.
Mivel CB; = C Ay, C koriil rajzolhatunk Aj-en és Bi-en atmend kort, legyen ez k. Mivel CBy 1. ABy és CA; | BA;,
azért ko merdlegesen metszi k4-t, kp-t.

Hegyesszogi haromszogre tehat feladatunk megoldhato, és a megoldas egyértelmi: a keresett koroknek rendre at
kell menniiik a haromsz6g magassdgvonalainak a szemkozti oldalszakaszok feletti Thalész-korokon levs pontjain. Ha
pedig a haromszog nem hegyesszogi, akkor a feladatnak nincs megoldéasa.

Megjegyzések. 1. Azt, hogy az AA;, BBy, CC1 egyenesek az ABC haromszog magassagvonalai, a kovetkezé térbeli
meggondolassal is belathatjuk. Forgassuk ki a sikbol az AB;C), illetve A1 BC' haromszogeket AC, illetve BC' oldaluk
koriil addig, amig a By, A; csucsok talalkoznak. Konnyen lathato, hogy ez valoban bekovetkezik, és ekkor e pont
vetiilete az ABC haromszog magassagpontja lesz. A talalkozasi pontbdl (és a sikra vald tiikkorképébol) a haromszog
mindegyik oldala derékszogben lathato.

2. Az, hogy a megoldasunkban megszerkesztett korok léteznek, kozvetlenil kiolvashatd az 1262. gyakorlaﬁﬂ allita-
sabol. Megoldasunkban ennél tobbet bizonyitottunk be: azt is megmutattuk, hogy ezek a korok egyértelmien vannak
meghatarozva.
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II. megoldas. Ha talalunk olyan A;, By, C; pontokat, melyekre AC; = AB; =r4, BCy = BA; =rp, CA; = r¢,
és az ABCy, BCA;, CAB; haromszogek derékszogiiek, akkor az A, B, C koriili r4, rg, r¢ sugari korok merglegesen
metszik egymast. Pitagorasz tétele alapjan:

7"124 + T2B =c7,
7“23 + T2c =a”,
7% +7r4 = b
Ezt az egyenletrendszert az 7“124, 7“23, 7% ismeretlenekre megoldva, majd az eredményt a cosinustétel alapjan atalakitva
kapjuk, hogy

(a® = b* 4 ¢*) = ac cos f3,
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Feladatunknak ezek szerint csak akkor van megoldasa, ha a jobb oldalon pozitiv mennyiségek allnak, azaz ha a

haromszoég mindegyik szoge hegyesszog. Hegyesszogti haromszdgben legyen A’, B', ¢’ az A, B, C csiics merdleges
vetiilete a szemkozti oldalon, akkor folytatolag

r4 = AC' - AB, r%4 = BA' - BC, r4 = CB' - CA.

A keresett sugarak tehat meértani kozéparanyosként megszerkeszthetGk (1. abra). Ezzel feladatunkat megoldottuk.

Megjegyzés. Az (1) alatti els6 kifejezések koénnyen kifejezhetk a haromszog egy sulyvonalaval és a szemben fekvd
oldallal. A BC oldal felezGpontjat Ag-lal, tovabba A-nak Ag-ra valo tiikorképét A*-gal jelolve az ABA*C paralelog-
ramméabol

AB? + BA* + A*C? + CA? = AA*? + BC? = 4AA% + BC?,
2c220? — a? = 452,
Eszerint
s P+ —a® 202 +22—a?  d?
A = = - =
A 2 4 4
tehat az AAy stulyvonal f616tti Thalész-kort az Ag koriili, AgB sugart korrel metszve megkapjuk k4-nak egy pontjat,
s i. t. (2. bra). — A szerkesztés helyessége a szamitas megforditasaval igazolhato.

AA2 — AgB2,




