A harom egyenletet Gsszeszorozva, az 1j egyenlet mindkét oldala teljes négyzet. Attéve z2y%2%-et a jobb oldalra, a
kiilonbség szorzatta alakithato:

(4) 0=(z—a)(x—-b>(y—c)?—2’?2 = {(z—a)(x = b)(y — ¢) —xyz}-
{(z—a)(x—b)(y —c)+ayz} =E-F,

eszerint a kapcsos zardjelbeli | F' tényez6k valamelyikének az értéke 0. ElGszor azt az esetet tekintjiik, ha az els6
zardjelbeli £ = 0.
I. Ebbél kiindulva és az xy szorzatot (1) alapjan egymads utan kétszer (z — a)?-nel helyettesitve:

0=(z-a)(z-b(y—c —z2(z—a)’=(z—-afsy—cx—by+bc—2(z—a)} =
= (2 —a)(—az + a® — cx — by + be),
ami ismét két modon teljesiilhet: vagy z = a esetén vagy pedig ha
(5) cx + by + az = a® + be.

Tiistént latjuk azonban, hogy a z = a lehet&ség csak bizonyos a, b, c paraméter-rendszerek mellett vezet megoldésra,
hiszen igy (1) alapjan x és y egyike 0, tehat (3) vagy (2) mindkét oldala 0, méarpedig

(©) z=a, =0, y=c csakakkor megoldas, ha (2)-ben ac = b?
z=a, y=0, x=0>b csak akkor megoldas, ha (3)-ban ab = c*.

Folytatva az els6 esetet, E-ben el6bb (2) alapjan yz-t, majd (3) alapjan za-et kifejezve, az el6bbiekhez hasonléan

(7 be + ay + cz = b? + ac,
(8) az+cy+ bz = % + ab.

Adodott kozben az x —b = 0, ill. y — ¢ = 0 lehetSség is E-nek 0-va tevésére, ezek mindegyike ismét megadja (6) egyikeét,
tovabba mindketts adja (6) mellé harmadikként a kovetkezs esetleges megoldast:

(6" r=b z=0, y=c, akkor, ha (1)-ben bc=a’.

Ezek szerint ismeretleneinkre az (5), (7) és (8) egyenletekbdl all6 linearis egyenletrendszernek kell teljesiilnie. Adjuk
hozza (5)-h6z (7)-nek valamely A szdmmal és (8)-nak valamely p szammal valo szorzatét:

(9) (c4+bA+ap)z + (b+ar+cp)y + (a+cA+bp)z = (a® + be) + (b + ac)\ + (¢* + ab)p,
és hatarozzuk meg -t és u-t Ggy, hogy innen y és z egyidejien kiessék, azaz legyen
aA+cu+b=0é cA+bu+a=0,

amibdl
b2 — ac a? — be
)‘:77 =,
2 —ab c?2 —ab

hacsak ¢? — ab # 0. Ezekkel (9)-ben x egyiitthatoja és a jobb oldal értéke rendre

b b2 _ 2 b 3 3 3 _
o ( ac) + a(a c) _a T te 3ab07 illetSleg
2 — ab 2 —ab

{(a® +be)(c® — ab) + (b* + ac)(b® — ac) + (¢* + ab)(a® — be) } =

(b — ac)?
c2—ab ’

2 —ab
Eszerint y-t és z-t hasonléan kiszamitva az (5), (7), (8) rendszer egyértelmi megoldésa csak a kovetkezs lehet:

(b — ac)? (c? — ab)? (a? — be)?

1 = - - 7 _

(10) . o Y D - D
ahol

D = a® + b + ¢ — 3abe,

és természetesen D # 0.

Konnyt észrevenni a (10)-beli szamlalokrol, hogy rendre azok mellett a feltételek mellett adnak 0-t, amelyeket
(6)-ban, ill. (6")-ben lattunk, és egyszeri szdmitas mutatja, hogy az ottani feltételek mellett (10) éppen rendre az ott
latott harom megoldast adja.



Megmutatjuk, hogy ha D = 0, akkor az (1)—(3) rendszernek nincs egyértelmd megoldésa; részletesebben: vagy
végtelen sok megoldésa van, vagy egyéltalan nincs megoldasa. (Természetesen valds megoldasra gondolunk, masrészt
még mindig olyan megoldasokra, amelyek mellett (4)-ben E = 0, hiszen ezek ekvivalensek az (5), (7), (8) rendszer
megoldasaival.) Felhasznaljuk, hogy D szorzatta alakithatof]

D=a*>+b*+c® —3abc= (a+b+c)(a* +b* +c* —ab—bc —ca) =

1
(11) :§(a+b+c){(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2}.

«) A masodik tényezs akkor és csak akkor 0, ha a —b=b—c=c—a =0, azaz ha a = b = ¢. Ekkor, ha még a =0
is teljesiil, az eredeti (1)—(3) egyenletrendszert nyilvanvaléan minden x = y = z értékrendszer kielégiti, és F is 0. Ha
pedig a > 0, akkor az (5), (7), (8) egyenletek mindegyike igy egyszertisddik:

alr+y+2)=2d% il z+y+z=2a
Innen z = 2a — x — y helyettesitéssel (1)—(3) mindegyike erre vezet:
(12) ¥ = Qa—2)y+(a—2)* =0,

és az ezt kielégitG y-ok valésak, ha diszkriminansa:
4a
(4a — 3x)x >0, azazha 0<z < 3

Igy vélasztva a-et, z is valos. (Teljesiil y > 0 is (12) mindkét megoldasara, mert Gsszegiik: 2a — 2 > 0 és szorzatuk:
(a—x)? > 0. Igy pedig z > 0 is teljesiil; ugyanis (12) két megoldasanak szamtani kozepe (y1 +42)/2 = m = (2a—x)/2 =
a —x/2 < a, a kisebbik megoldas, y1, a (0, m) intervallumba esik, mert y = 0 mellett (12) bal oldala > 0, ezért yo az
intervallumnak m-re valé titkorképébe esik: yo < 2m = 2a — z < 2a, tehat evvel is yo + z < 2a, 2 > 0.)

Az a > 0 eset eredményébdl mar a < 0 esetére is kovetkezik, hogy végtelen sok (valds) megoldas van. Ha ugyanis
az vy = (2 —a)?, yz = (x — a)?, 2z = = (y — a)® rendszernek egy megoldasa x1, y1, 21 akkor a helyére (—a)-t irva a
rendszert kielégiti xo = —x1, yo = —y1, 2o = —21, igy ugyanis zoys = 191 = (21 —a)? = (=22 — a)?> = (20 +a)? s i. t.

Kézenfekvs itt megvizsgalni egy fontebb fliggében maradt kérdést. A A és p szdmokkal végzett kikiiszobolés érvé-
nyességének foltétele ez volt: ¢ — ab # 0. Ha ¢* — ab = 0, akkor y és z kikiiszobolése helyett probalkozhatunk = és
z, vagy pedig x és y hasonlo, egyideji kikiiszobolésével, ugyancsak (9)-bsl. Ennek foltételéiil hasonléan ezt kapjuk:
b2 —ac # 0, ill. a® — be # 0. Ha viszont e harom kifejezés mindegyike 0-val egyenld, akkor osszegiik is 0, és ez az Osszeg
éppen a (11)-beli masodik tényezs. — Emiatt volt sziikség arra, hogy a mésodik tényezs eltiinése esetére a megoldast
mintegy ujra kezdjiik az (5), (7), (8) rendszerbdl.

B) Ha viszont D = 0 amiatt teljesiil, mert (11) els6 tényezdjére all fenn a + b+ ¢ = 0 — de ez nem ugy adodik,
hogy a = b = ¢ = 0, hiszen ezt az esetet mar lattuk —, akkor az (1)—(3) rendszernek nincs olyan megoldésa, amelyre
(5), (7), (8) is teljesiil. Ugyanis tsszeadva az (5), (7), (8) egyenleteket, teljesiilnie kellene ennek:

(a+b+c)(z+y+2)=a’>+b*+c*+ab+ be+ ca,

amde itt a bal oldal 0, a jobb oldal viszont az a = b = ¢ = 0 eset kizarasa folytan
1 1
5{(a +b0)2+(b+c)’+(c+a)?’} = 5{(—c)2 + (—a)® + (=b)*} > 0.

Ezzel az E = 0 eset vizsgalatat befejestiik.
II. Ha (4)-ben F = 0, azaz

(13) (z—a)(x—b)(y—c) +a2yz =0,

ezt a fentiekhez hasonléan alakitva olyan egyenleteket kapunk, amelyek csak két ismeretlenre nézve elséfokiak, a
harmadikra nézve masodfokuak, pl.

0=F=(z—a){22* - 3az — cx — by + a® + bc}.

Ebben az esetben a rendszert altalaban nem tudjuk megoldani, mert pl. y és z kikiiszobolésével xz-re 2-nél magasabb
foku egyenlet adodik. (Adott, numerikus a, b, ¢ értékek mellett rendszeres probalgatas utjan kozelité megoldast lehet
keresni.) Az sem segit a megoldashoz, hogy az a = b = ¢ specialis esetben ismerjiik (13)-nak egy megoldasat: x =y =
z=a/2.

Megjegyzés. Sajnalatos, hogy a IL. eset megoldhatatlansaga miatt tobb — igényes — versenyzé egyaltalan nem kiildott
dolgozatot.

!Lasd pl.: Farago L.: Matematikai szakkori feladatgytjtemény. 3. kiadas. Tankonyvkiad6. Budapest 1963. 27. feladat.



