I. Megoldas. A harmadik gydkjel alatti kifejezés (10 — 2 — ) +22 alakban irhato, az els6 két tag eleve két négyzet
Osszege. A vizsgalt Osszeg harom tagja tehat rendre a derékszogi koordinatarendszer

u(z, 1), v(y, 3), w(l0—z—y, 2)
koordinataju vektorainak a hossza. A vizsgalt K (z, y) fiiggvény értéke tehat
(1) K(z, y) = [u] + [v] + [w],
ahol az abszoluat érték jel most az egyes vektorok hosszat jeloli. E harom vektor
(2) a=u+v+w

a(10; 6) Osszegének koordinatai nem fiiggnek az x, y valtozoktol. Megmutatjuk, hogy K (x, y) minimuma egyenls az a
vektor hosszaval, v/136-tal.

Tekintsiik a z = uw + v Osszeg szokasos elGallitasat. Ha u és v allasa kiilonbo6z8, az egymashoz csatlakozo u és v
vektorok egy haromszoget hataroznak meg, melyben a z vektornak megfelel6 oldal hossza kisebb az u és v vektoroknak
megfelel§ oldal hosszanak Gsszegénél:

2] = |u+v| < [ul +[v].

Ha u és v allasa megegyezik, akkor
2] = lul + |v|  vagy |z = |lul = |v]]

aszerint, hogy u és v irdnya megegyezik-e vagy ellentétes. Ezek szerint mindig helyes az
(3) lu+ ] < fuf +[v]

egyenl6tlenség, és ebben az egyenldség akkor és csakis akkor érvényes, ha u és v allasa és irdnya megegyezik.
Alkalmazzuk (3)-at a z és w vektorokra:
|z +w| < [2] + |wl,

azaz
lu4 v+ w| < |u+v|+ |w|

(3) alapjan ebbdl az
lu+v+w <futo|+|wl <ful +[v] + [w]

egyenlGtlenséget kapjuk. Az els§ egyenlség akkor és csak akkor teljesiil, ha z és w alldsa és irdnya megegyezik, a
maésodik pedig, ha u és v allasa és iranya megegyezik. Az utobbi esetben z allasa és iranya megegyezik u és v allasaval
és irdnyaval, tehat mindkét helyen akkor és csakis akkor teljesiil az egyenldség, ha az u, v, w vektorok &llasa és iranya
megegyezik. Ezek szerint tetszGleges u, v, w vektorra érvényes az

(4) [u+v+w| <fu] + |w| + |w]|

egyenldtlenség, ahol az egyenldség akkor és csak akkor érvényes, ha u, v, w éllasa és irdnya megegyezik.
Osszegezve a kapott eredményeket, (1), (2) és (4) szerint

K(z, y) = Ju|+ [v] + |w| > |u+ v + w| = |a] = V136.
Itt az egyenl&ség csak akkor érvényes, ha u, v, w allasa és irdnya megegyezik a allasaval és iranyaval, azaz
u:)\a, v = ua, w = va,

ahol A, p, v alkalmas pozitiv szamok. A masodik koordinaték Gsszehasonlitasa alapjan ebbSl A =1/6, u=1/2, v =1/3
kovetkezik, igy az els6 koordinatak alapjan

5
= — = = :—:5_
(5) T 3 Y

Tehat a K(z, y) fliggvény minimuma /136, melyet az (5) alatti értékek mellett (és csakis ezek mellett) vesz fel.

II. megoldas. Rogzitsiik el6szor y értékét, legyen mondjuk y = yo, és vizsgaljuk meg, hol veszi fel az

f(x)=K(z, yo) = :E2+1+\/y§+9+ 22 + y2 — 20z — 20y + 2zyo + 104

egyvaltozos fiiggvény a minimumaét. E fiiggvény mindeniitt értelmezve van, hiszen a harmadik gyckjel alatti mennyiség
is hatarozottan pozitiv
22 + y2 — 202 — 20yo + 220 + 104 = (z — 10 + o) + 4.



Ha e fiiggvény derivaltja,

Fla) = T + x— 104 yo
Va2 +1 /22 +y? — 20z — 20yo + 27y + 104
0-val egyenld, akkor
(6) 22 (2 + y2 — 20z — 20y0 + 220 + 104) = (2 4+ 1)(x — 10 + yo)*.

Egyenletiink mindkét oldalabol 2%(z — 10 4 yo)>-t levonva a
4% = (2 — 10 + yo)2

egyenletet kapjuk, melynek gyokei vagy a

(7a) 2r =z — 10+ yo
vagy a
(7b) —2r=x—10+yo

egyenlet gyokei, azaz x = yo — 10 vagy = = (10 — y0)/3.

Ha yo = 10, akkor e két gydk egyenls. A (7a)-bol kapott gydk mellett f/(x) nem lehet 0, hiszen (7a) szerint f’(x)
eredeti alakjaban a két tort szamlalojanak megegyezik az elGjele (és e szamlalok 0-tol kiilonbozok), a nevezsk pedig
pozitivak. Tehét f’(z) csak a (7b) egyenlet

__10—-y0

(8) o 3

gyoke mellett lehet 0.
Ha yo = 10, akkor f’(z) eredeti alakjaban mindkét tort szamlaloja 0, tehat f'(zo) = 0. Ha yo # 10, akkor z¢ # 0,
és mivel (8) gyoke (6)-nak, azért

o + y§ — 2000 — 2090 + 2royo +104 _ (w9 —10+90\* _
3+ 1 '

9)

Zo

Tehét f'(z) eredeti alakjaban x helyére zo-t helyettesitve, a masodik tort nevezdje az elss tort nevezsjének 2-szerese,
viszont (7b) szerint a masodik tort szadmlaloja az elss szamlalojanak (—2)-szerese, igy f'(zo) értéke 0. Az f(z) fiiggvény
masodik derivaltja,
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mindeniitt pozitiv, tehat f(x)-nek x = z¢ mellett minimuma van. E minimélis érték kiszamitasat megkonnyiti a (9)

Osszefiliggeés, eszerint
f(zo) = 3\/x3 +1+ \/yg +9=1/(10—yo)* + 9+ /93 +9.

Atfogalmazva eredményiinket, az eredeti K (z, y) fiiggvényre kapjuk, hogy

K(z, y) > /(10 —3)° + 9+ /y2 +9,

és az egyenl6ség akkor érvényes, ha x = (10 — y)/3. A K(z, y) fiiggvény minimuma tehat egyenls a

9(y) = (10—1)° +9+ /32 +9

fiiggvény minimumaéval. E fiiggvény
y—10 Y

"(y) =
R e A

derivéltja akkor egyenld O-val, ha
(10— 9)* (> +9) = *[(10 — y)* + 9],

azZaz
9(10 — y)* = 9%

Ebbdl ismét csak a
10—y=y



egyenlet gyoke johet szoba, kiilonben a ¢'(y)-ban szerepld két tort egyenls eljelii volna. Behelyettesitéssel kapjuk,
hogy y = 5 mellett ¢'(y) valoban 0, a masodik derivélt
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7= [(10— )% + 9] T )"

ismét mindeniitt pozitiv, tehét
K(z, y) > g(y) > g(5) = 2v/34.

A K(z, y) fliggvény minimuma tehat 2v/34, és ezt az
y=>5 x=5/3

értékpar mellett veszi fel.



