I. megoldas. Ebben a feladatban szamon mindig természetes szamot értiink, és betiivel is mindig ilyet jeloliink.
Van 8-asra végzéds kobszam: a 2° = 8; és minden a 2-essel végz6ds szam kobe 8-assal végzddik, mert ha egy
alap egyeseinek szama e, akkor z3-ben annyi egyes van, mint e>-ben:

2 = (10t + ¢)® = (100¢* + 30t%¢ + 3te?) - 10 + €.

Mas végzédés nem is felelhet meg esetiinkben, mert, ha e # 2, akkor e® végén nem 8-as all.
Hasonloan, ha két szam n-jegyi végzédése (n = 2) ugyanaz az A szam (A < 10™), vagyis N1 = By - 10" + A és
Ny = By - 10™ + A, akkor kobiik n jegyt végzddése is egyezik, mert kiilonbségiik végén legalabb n db 0 &ll:

N} — N3 = (N1 — N3)(Nt + N1N3 + N3) = (By — B2)(N7 + N1Na + N3) - 10™.

Legyen A,, olyan (legfoljebb) n jegyti alap (n = 1), melynek kébében az utolso n jegy 8-as, és az ezeket kozvetleniil
megel6z6 szamjegy (a 10™ értéki helyen) k; ekkor az el6zok alapjan varhato, hogy talalunk az alap elé a 10" értéki
helyre olyan a szamjegyet, hogy az A,+1 = a- 10" + A, legf6ljebb n + 1 jegyd szam kobének végén (legalabb) n + 1
db 8-as alljon.

A3 =a®-10°" + 3a%A, - 107" + 3aA2 - 10" + A3,

és itt n > 1 miatt 10®™ > 10", igy a 10" értékid helyre csak az utolsé két tag adhat 0-tol kiilonbozs jegyet. Az
utolso tag k-t adja, az el6tte allo tag pedig 3aA? utolsé jegyét. Mivel A,, utolso jegye 2, azért A%-¢é 4, igy a mondott
szamjegy 12a-nak utolsé jegye, ami ugyanaz, mint 2a utolsé jegye. Eszerint kovetelésiink, az esetleges tizes atvitel
figyelembevételével igy alakul:

2a + k = 8 vagy 18

(hiszen a + a 4+ k £ 27), eszerint megfelel
k
(1) a=4-5 vagy 9——

foltéve természetesen, hogy k paros szamjegy.

Marmost A; = 2 kdbében k = 0, igy a = 4 vagy 9, tehat As-ként 42 és 92 adddik. Kobiik haromjegyid végzidése
088, ill. 688, azaz k = 0,ill. 6, az els6h6z a = 4 és 9 adodik, a mésodikhoz a = 1 és 6.

Az igy kapott A3 = 442 és 942, valamint 192 és 692 kobének 4 jegyii végzddése rendre 0888, 6888, 7888, 3888, az
utobbi kett6hoz nem tartozik a-érték, az elébbi kett6bdl pedig ezek jonnek szoba:

Ay =4442, 9442, 1942, 6492.

Kobiik jobbrol szamitott 5-ik szamjegye rendre 1, 7, 8, 4 (utana pedig 4 db 8-as), igy az els kettdt el kell hagynunk,
és
As = 01942, 51 942, 26 942, 76 942,

és hasonléan az utolso kettébdl, k = 2, ill. 8 alapjan az
Ag = 326 942, 826 942, 076 942, 576 942

szamok kobe 6 db 8-asra végzadik (és a harmadik szam lényegében csak 6tjegyt). Eszerint a feladat kérdésére a valasz
igenls.

A kobre emeléseket ismételt szorzéassal végeztiik, de mindig csak annyi szamjegyre a végétsl szamitva, amennyire
éppen sziikség volt, pl. A3 = 192 esetében

192 x 192 6864 x 192

384 3728
...728 (s
...6864 ...7888

Mivel lépésrol lépésre kaptuk a kovetkezs (azaz megel6z6) szamjegyet, eljarasunk nem bizonyitja, hogy barmely
n-hez létezik n db 8-asra végzdds kobszam. Azt azonban latjuk, hogy n = 6-hoz a talalt Ag-kon kiviil méas (legfoljebb
hatjegyt) szdm nem felel meg.

Kertész Andrds (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., II. o. t. )
Megjegyzés. Nem nehéz kiegésziteni a fentieket az utoljara emlitett bizonyitassa, ezért vazoljuk n = 3 esetére.

Vegyiik észre, hogy a talalt Az értékeket novekvGen rendezve szamtani sorozatot kapunk d = 250-es differenciaval:
192, 442,692, 942 (aminek ez a magyardzata: az Ay értékek kiilonbsége (1) miatt 50, tovabba 92-hoz 6-tal nagyobb k



adodott, mint 42-hoz, ezért a 92 elé (1) miatt 6/2 = 3-mal kisebb szazas jegyek keriiltek). A hozzajuk talalt k értékekre
is ugyanaz all d = 3 mellett: 7, 0 (azaz 10), 3, 6. Valoban,

(192 + 250¢)® = 7 077 888 + 27 648 - 10%¢ + 36 - 105¢% + 15 625 - 103> =
= (707 4 2764c¢ + 3600c? + 1562¢) - 101 + 5¢(1 + ¢2) - 10° 4 (7 + 3¢)10% + 888,

és itt c(1 + 02) paros, a masodik tag is tobbszorose 10%-nek, tehat a 10 értéki helyen 7 + 3¢ utolsé jegye adodik
k-ként, c =0, 1, 2, 3 mellett. Tehat paratlan c esetén k paros, viszont paros c mellett paratlan, igy esett ki a tovabbi
keresésbdl az egyméstol 2 - 250 = 500-zal kiilonb6zé 192 és 692 és megmaradt az ugyancsak 500-zal kiilonbozs 442 és
942.

Teljes indukcidval ennek mintdjara bizonyithato, hogy minden négy db A, -bdl ketts kiesik, a maradd kettében a
nagyobbikhoz tartozé k a masiknal 6-tal nagyobb, és belsliik ismét négy db A, adodik, 25 - 10" differenciaval.
Felhasznaljuk azt is, hogy n = 4 esetén A,, paros, de nem oszthatéd 4-gyel.

IT. megoldas. Megmutatjuk, hogy barmely n-hez van olyan legfoljebb n jegyt E,, szam, hogy E? végén n db 1-es
all. Ebbol mar kovetkezik, hogy van olyan N, is, hogy N> végén n db 8-as all, hiszen N,, = 2E,, kobének, 8E3-nek
végén legalabb annyi 8-as all, mint ahany 1-esre (Efl végz6dik (akkor t6bb 1-gyel, ha a kéb 1-esei el6tt 6 all, vagy 36,
vagy 13; megforditva viszont nem mindig teljesiil, hogy n db 8-asra végzdds kobszam 8-adrésze n db 1-esre végzidik,
hiszen pl. az . megoldasbeli A5 = 192 és 692-nek a fele paros, vagy As/2 = 971-nek a kébében a varhato 5-nél kevesebb
az l-esek szama 971° = ...611).

Nyilvanvaléan E; = 1, és csak 1-esre végzéds E,-ekrdl lehet szo6. Legyen az I. megoldashoz hasonléan E3-nek a
10™ értekd helyen 4llo jegye k*, és keressiikk F,,11 = a* - 10" + E,-ben a*-ot gy, hogy E,, kébében a 10" értéki helyen
is 1-es alljon:

B3 =a" 10" + 30" E, - 10" + 3a*E2 - 10" + E2,

ennek a 10™ értékd helyen &4ll6 szamjegyére pedig
3a* + k* =1 vagy 11 vagy 21 vagy 31

mindenesetre teljesiil (hiszen E?l utolso jegye l-es) éspedig rendre az

1-k 3_k—2 7_k_ 10_k—1

2 Y=
() a 3 5 3 ) 37 3

értékkel aszerint, hogy k* = 1, ill. k™ # 1 esetén ezt 3-mal osztva a maradék 2, 0, ill. 1.
Ezzel belattuk, hogy akadrhany l-esiink volt egy kdbszidm végén, kaphatunk hozza olyan kébot, melynek végén
(legalabb) 1-gyel tobb az 1-esek széma, ennélfogva a 8-asokra is ugyanez all.

F} =1=01-ben k* = 0 és (2) szerint a* = 7;
E3=71%=...911-ben k* =9, a* = 4;
E3 =471 = ... 7T111-ben k* =7, a* =8,
E3 =84713 = ...71 111-b6l a* = 8,
B2 =88471% =...511 111-6l a* = 2,
és igy 2Fg = 2 - 288 471 = 576 942 kobének végén a 8-asok szama legalabb 6.

Ez az eljaras kevesebb szdmoléssal jut eredményhez, mint az I. megoldasbeli, mert minden lépésben csak egy E,
szamot ad. Pl. Eo-b6l 2F5 = 142 dtjan csak a fenti Ay = 42 érték adodik ki, a késébb (A4 keresésében) kies¢ Ay = 92
nem. Ugyanigy az As = 42-bdl adodott, de az As keresésekor kiesett As = 442 sem adodik ki itt, s i. t.

Reviczky Janos (Budapest, L. Istvan Gimn., II. o. t. )



