a) A k = 1 esetben valasszuk ugy az ABCD tetraéder betiizését, hogy az a egységnyi él AB legyen, és a C'D él
V3

3
felezGpontjat jeloljiik FE-vel. Az AC'D haromszog minden oldala egységnyi, ezért AE = BN és hasonloan BE = 5

1. dbra

Az ABE héaromszogben AB < AE + BE, vagyis (1. abra)
(1) a < V3.

(1) ezek szerint sziikséges feltétele a szoban forgo tetraéder létezésének. Megmutatjuk, hogy ez a feltétel elégséges
3
is. Ha ugyanis (1) teljesiil, van olyan egyenls szara haromszog, melynek alapja a, és szarai > egységnyiek. Ennek

1
a csucsaban a sikjara mer6leges egyenesre mindkét irdnyban 3 egységet felmérve a kapott végpontok az alap két
végpontjaval egyiitt a kivant tulajdonségu tetraédert hatarozzak meg.
b) k = 2 mellett két esetet kell megkiilonboztetniink aszerint, hogy a két a egységnyi él csatlakozik-e egyméshoz
vagy nem. Ha csatlakoznak, kozos végpontjuk legyen A, masik két végpontjuk B és C, a tetraéder negyedik csicsa D
és BC felezGpontja E (2. abra).

2. dbra

Mivel ABC' egyenl§ szart haromszog, AE mer6leges BC-re és az AC'E haromszégben
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= - AEZ2.
a < 2> +

AD =1, DE:?, iy 1—§<AE<1+§7
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) =\/2+V3 (<1,94),
a> +(1—§> =\/2—-V3 (>051).

Az ADFE haromszogben
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Ezek alapjan ebben az esetben

(2)) V2—V3<a<y\/24+V3



a tetraéder létezésének sziikséges feltétele.
Ha (2’) teljesiil, az egységnyi alapt és a egységnyi szarit ABC haromszog AFE magassagabol és az AD = 1,

DFE = — oldalakbol haromszog szerkeszthetd, ennek D cstucsat az ABC haromszog sikjara AE-ben emelt meréleges

sikban elhelyezve, a kivant tulajdonsagu tetraédert kapunk.
Ha a két a egységnyi él kitérs egymashoz képest, legyen ez a két él az AB és CD, és felez6pontjuk legyen E, ill. F’
(3. &bra).

3. dbra

Mivel az ABC és ABD haromszogek egyenls szariak, azért AB mer6leges EC-re is, E'D-re is, tehat AB merGleges
a CDE haromszog sikjara, és hasonléan C'D mer6leges az ABF haromszog sikjara. Az egyméshoz csatlakozo AFE,
EF, FC szakaszokra a térbeli Pitagorasz-tételt felirva kapjuk, hogy

2
1= AC? = AE* + EF? + FC? > AE* + FC? = =,

2
(27) a<V?2

Ha (2”) teljesil, az
a2

hosszusagu EF szakaszra a végpontjaiban ra, valamint egymasra mer¢legesen felvéve az a egységnyi AB, C'D sza-
kaszokat gy, hogy felez6pontjuk FE, ill. F' legyen, a kapott tetraéder AC, CB, BD, DA éle a fenti meggondolas
alapjan egységnyi lesz, tehat (27) egyszerre sziikséges és elegendd feltétele is a kivant tetraéder létezésének, a vizsgalt
él-elrendezés mellett.

E két esetet Osszefoglalva kimondhatjuk, hogy akkor és csakis akkor van olyan tetraéder, melynek négy éle egységnyi
és két éle a egységnyi, ha a a (2’), (27) feltételek koziil legalabb az egyiknek eleget tesz, vagyis ha

(2) a<\/2+ V3.

¢) Egy tetraéder élei koziil tobbféleképpen valaszthatunk ki harmat, a legegyszeriibb esetben ezek az egyik lap élei.
Legyen ez a lap az ABC, D a negyedik cstcs, és az ABC lap centruma E (4. abra).

Az ABC haromszog szabélyos, igy a tér azon pontjainak mértani helye, melyek a harom csiicstol egyenld tavolsagra
vannak, a haromszog sikjara E-ben emelt meréleges. Ezen van a tetraéder D cstcsa is, hiszen AD = BD =CD = 1. Az
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AD szakasz vetiilete e sikon AE, emiatt AE < 1. Az a oldalt szabalyos haromszog koré irhat6 kor sugara AE =
tehat AE < 1 csak akkor teljesiilhet, ha

(3" a < V3.



Ha pedig (3’) teljesiil, az a oldala szabalyos ABC haromszog E centrumaban emelt merdlegesre felmérve a

a2
ED=1/1—-—
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szakaszt, a kapott ABCD tetraéder oldalélei egységnyiek lesznek, (3’) tehat elégséges is ahhoz, hogy legyen olyan
tetraéder, melynek harom éle egy egységnyi és harom éle a egységnyi.
Ennek az elrendezésnek komplementere az, amelyben a 3 db egységnyi oldal helyezkedik el egy lapon (5. abra).

5. dbra

Ezt az esetet azonban méar nem kell részletesen targyalnunk, fenti eredményiink ezt is magaban foglalja. Ha ugyanis
az el6bb azt vizsgaltuk volna, hogy milyen Osszefiiggés all fenn a b alapéld és ¢ oldaléli tetraéder két meghatarozéd
adata kozott, akkor fenti meggondolasunkkal a

b<cV3

egyenl6tlenséget kaptuk volna, (3’) ennek a b = a, ¢ = 1 esete.
Ha viszont b = 1 és e = a, akkor fenti egyenlGtlenségiinkbdl a komplementer elrendezésre vonatkozo

() >
a> —
V3
sziikséges és elegendd feltételt kapjuk.
A kivant tulajdonsagu tetraéder létezéséhez tehét elégséges, ha a vagy (3’)-nak vagy (3”)-nak eleget tesz. Mivel
tetsz6leges valos szam eleget tesz e két egyenlGtlenség valamelyikének, ilyen tulajdonsagi tetraéder tetsz6leges a mellett
létezik, csak a feladatban is kimondott

(3) a>0

feltételnek kell teljesiilnie.
d) Felesleges részletesen megvizsgalnunk a k = 4 esetet, hiszen legutobbi eljarasunkkal ez visszavezethets a k = 2
esetre (elbb a k = 2 esetben mondottakat altalanositva arra az esetre, amikor két él b egységnyi, és négy él ¢ egységnyi,

majd a b, ¢ adatokra kapott
b<cy2+V3

egyenl6tlenségbe a b = 1, ¢ = a értékeket helyettesitve). Azt kapjuk igy, hogy k = 4 mellett a keresett sziikséges és
elégséges feltétel

(4) a>\/2—\/§.

e) Végiil a k = 5 esetre vonatkozo feltétel a k = 1 eset alapjan hasonldéan

(5) o> L.

V3
Ezzel az Gsszes esetet megvizsgaltuk, feladatunk megoldaséat tehéat befejeztiik.

Megjegyzések. 1. k = 3 mellett van még egy elrendezési lehet&ség, amelynek vizsgilata nem szerepel megoldasunk-
ban: amikor az egyenl6 hossztusagu élek egymas utdn csatlakoznak, de nem zarédnak haromszoggé. Belathato, hogy
ilyen tetraéder akkor és csak akkor létezik, ha
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ennek elemzésére azonban nem volt sziikség, hiszen a mésik két elrendezés koziil legalabb az egyik barmely a mellett
megvalosithato. (Ennek az esetnek az 6nallo vizsgalata volt az 1646. feladat)

2. Elég sok dolgozat a k = 2 eset kétféle elrendezése nyoman mintegy ,kisiklott”, tovabb mar az Osszeallitasi
lehet6ségek szamat tekintette f6 kérdésnek, ill. a megoldas okvetleniil végrehajtando lépésének. Ez terjengdsségre
vezetett és hibalehet&ségek léptek fol. Az persze kissé szerencse dolga, hogy valaki k = 3 esetén a szabdalyos gulak esetét
veszi-e el6bbre, s igy rajon, hogy tovabbi él-elrendezés figyelembevétele f6losleges, az 1646. feladatbeli vizsgalatra itt
nincs sziikség. Erre azonban akkor is ra kell jonni, ha a kevésbé szerencsés sorrendben vessziik a lehetGségeket, és az
1646. feladatbeli él-elrendezés és a kétféle szabalyos gila adta foltételeket egybevetjiik. Ekkor — rajéve az elGkészités
egy részének folosleges voltara — a végleges leirasban el kell hagyni azt a részletet, barmilyen tetszet6s is az.

ILasd ezen szamban, 109. o.



