1. Helyezziink abrankra koordinata-rendszert ugy, hogy origoja az ABC'D = N négyzet kdzéppontjaba essék és A
koordinatai (1; —1) legyenek (az dbra « és 8 része).
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1b. dbra

Igy B(1;1), C(~1;1), D(~1; —1), tovabba az E pont (\/5, 0), az F-n atmend és AB-t metsz6 tetszbleges e
egyenes egyenlete

(1) y=m(z - V3),

ahol m barmely valos szdm. Minthogy azonban F rajta van N-nek AB-re merdleges szimmetriatengelyén, az x ten-
gelyen, és igy az m irdnytangensid e-bdl kiindulva készitett dbrat az = tengelyre tiikrozve a (—m)-hez tartozo abrat
kapjuk, azért elég az m > 0 értékeket tekinteni.

A kérdéses P pont (1)-bsl: (1; m — mv/2), hiszen AB egyenlete z = 1, viszont @ abszcisszdja —1, mert C'D
egyenlete x = —1; igy a hiperbola K kozéppontjanak abszcisszaja a felezés folytan 0, s mivel K is rajta van e-n, ezért
K (0; —mv/2). A két aszimptota irdnytangense N atloibol +1 és —1, tehat egyenletiik (mivel &tmennek K-n):



(2) y=x—mV2, (2" y=—x—mV2.

A hiperbola valds és képzetes (szimmetria) tengelye felezi az aszimptotak kozti szogeket, tehat egyikiik maga az y
tengely, a masik parhuzamos az = tengellyel. Ebben a tengelyéllasban az aszimptotak irdnytangense altalaban +b/a,
ahol b és a a hiperbola (z/a)? — (y/b)* = 1 kbzépponti egyenletének allandoil] esetiinkben tehat b/a = 1, b = a. A
hiperbola egyenletének felirasdhoz éppen azt kell még megallapitanunk, hogy szimmetriatengelyei koziil melyik a valos
tengely, ti. az, amely a két aszimptota altal létrehozott 4 siknegyed koziil a P hiperbolapontot tartalmazé negyedben
halad. [Maga P nem lehet két siknegyed hataran, egyik aszimptotan sem, mert hiperbolanak nincs pontja (a végesben)
az aszimptotajan, tehat P koordinataival nem teljesiilhet (2), emiatt az m = 1 értéket figyelmen kiviil kell hagynunk.]
Behelyettesitve P koordinatait (2) bal és jobb oldalanak kiilonbségébe:

m(l—v2)—(1-mv2)=m-—1,

és ez m < 1 esetén negativ, P az elsé aszimptota alatt van. S mivel a méasodik aszimptotanak mindenesetre f6lotte
van — a hasonl6 kiilénbség (2')-b6l m + 1 > 0, azért ekkor az y tengely a hiperbolédnak képzetes tengelye (lasd ).

Az m > 1 esetben viszont pozitiv a fenti kiilonbség, P mindkét aszimptotanak f6l6tte van, az y tengely a valos
tengely szerepét kapja (lasd 3). Igy a hiperbola egyenlete

2 (y+my2)?

m <1 esetén — — ———5—— =1 alaku,
a a
2 2 2
m>1 esetén — :E_2 + M =1 alakdg,
a

és a értékét abbol kapjuk, hogy P koordinatai kielégitik az egyenletet:

9 1—m? ham<1,
a- =
—14+m?, ham>1.

Ezek szerint az egyenlet a két esetben kozosen:

(3) 22— (y+mv2)?2=1-m?
2. Az N-be beirt kor egyenlete nyilvinvaloan

(4) 2?4+ = 1.

3. Két gorbére akkor mondjuk, hogy érintik egymaést, ha van kézos pontjuk és abban kozos az érint§jiik. Esetiinkben
a k6z0s pont koordinatait a (3), (4) egyenletrendszer valos megoldasai adjak. (4)-bél (3)-at kivonva, majd 0-ra redukalva

2
5 2% + 2v2m —|—m2—2< +ﬁ> — 0,
(5) Y Y vt

eszerint kozos pontjuk ordinataja csak

lehet, és ehhez (3) és (4) barmelyikébsl

x = 1—7, Ty = —1,
ami csak akkor valés, ha m? < 2. A hiperbolanak és a kornek tehat két kozos pontja van: T4 (z1, y1) és To(—21, y1),
ha 0 < m < V2, de m # 1, tovabba egyetlen kozos pontjuk T'(0; —1), ha m = V2.

Vegytik észre, hogy y1 fele a K kozéppont ordinatajanak, eszerint a kozos pontok (ill. pont) az OK szakasz felezs
merGlegesén vannak.

A koz6s pontbeli érinték helyett a normalisokrol mutatjuk meg, hogy azonosak, aminek feltétele az iranytényezsk
egyenlGsége. Konnyt belatni a mar idézett' osszefiiggések alapjan, hogy ha a hiperbola kizéppontja (u, v) és tengelyei
parhuzamosak a koordinatatengelyekkel, akkor az (1, y1) pontjaban huzott érinté egyenlete a valos tengely allasa
szerint:

(=W - -v-v)

a? b2

Ezt alkalmazva b® = a?, u = 0 és v = 2y, esetében az érint6, majd a ra merdleges normalis iranytényezdje

ry—uy\ (Y —v T 1 . Y1
— ) (25— ) = ==L a2
a b y1—v 1 1
lIde és a tovabbiakra vonatkozéan lasd: Hack Frigyes—Kugler Sdndorné: Fiiggvénytablazatok. Matematikai és fizikai Osszefiiggések.
Tankonyvkiadé. Budapest. 1968. 86-87. old., 386. 1-386. 7. szamu Osszefiiggések.




Az utébbi viszont egyszersmind a kor normalisanak, OTi-nek iranytényezéje, a T1 pontban, hacsak x; # 0, hiszen
(21, y1) kozos pont. Ugyanezek allnak Th-re, zo-re. Ha viszont a kozos pontban x; = 0, ti. a fenti T pontban, akkor
m = /2 > 1, tehat az y tengely a valos tengely, T a hiperbola cstcsa, a kér és a hiperbola érintkezése nyilvanvalo.

Mindezek szerint m lehetséges értékei: |m| < v/2, |m| # 1. A koordinata-rendszert6l fiiggetlenitve, a vizsgalt allitas
azokra az e egyenesekre érvényes, amelyek a négyzet O kozéppontjat tartalmazé Hy E Hs szogtartoméanyban haladnak,
ahol Hy, Hy az O pont tiikorképe AD-re, ill. BC-re, kivéve az AC, BD éatlokkal parhuzamos egyeneseket.

Szendrei Agnes (Szeged, Sagvari E. Gyak. Gimn.)
Selényi Péter (Budapest, Kvassay J. Hidép. Techn.)

Megjegyzések. 1. A kozos pontbeli érinték azonossagat igazolhatjuk azzal is, hogy a kor alsé és a hiperbola felsé

felét leiro
y=—\1-a2, y=-mvV2+va2+m?—1

fiiggvények derivaltja a fent kapott 21, 2, helyeken egyenls. Az m = 0 esetben pedig, amikor |z12] = 1, és e helyeken
egyik fliggvénynek sincs derivaltja, P és @ a hiperbola cstcsai, kozvetleniil 1athat6, hogy az allitas igaz.

2. Széamos dolgozat az érintkezést avval tekintette bizonyitottnak, hogy (5) diszkriminansa 0, csak egy gyoke van.
Lattuk azonban, hogy 2 koz6s pont van (bizonyos m-ekre), csupan ordinataik egyenlék. Ebbdl tehat nem kovetkezik
az érintkezés. Emliti a tankonyv isd, hogy a kozos pontok szdma nem lényeges a valamely helyen valo érintkezés
szempontjabol.

Ez az algebrai meggondolas méginkabb azért nem teljes értékd, mert onmagaban nem lenne alkalmas pl. az y = sin x
és az (x —7/2)% +y? = 1 egyenletii gorbék érintkezésének vizsgalatéra.

2Lasd Czapdry E.—Horvay K.—Pdlmay L.: Matemetika a gimn. [II. o. szdméra. Tankdnyvkiadé. Budapest. 1968. 294.



