I. megoldas. Jeloljiik az adott egyenest f-fel, az adott pontot F-fel, az adott hegyesszoget a-val, F' és f tavolsagat
d-vel. Legyen k a F-en atmend tetszGleges kor, messe f-et az R, S pontokban, jeloljik k kozéppontjat P-vel és P
vetiilete f-en legyen @ (1. abra).

1. dbra

A PQS haromszog derékszogt, és P-nél levs szoge egyenls k és f szogével, P tehat akkor és csakis akkor tartozik
a vizsgalt mértani helyhez, ha ez a sz0g egyenls a-val. A PQS haromszégben

rQ
PS

= cosa,

tovabba, PS = PF, igy P akkor és csakis akkor tartozik a vizsgalt mértani helyhez, ha az f-t6l mért tavolsaga
a F-t6l mért tavolsdganak A = cosa-szorosa. A tovabbiakban az ilyen tulajdonsigt pontok mértani helyét fogjuk
meghatéarozni.

Ha F rajta van f-en, akkor azonos R és S egyikével, P tehat rajta van a F-en atmend, f-fel (90° — ) nagysagu
szOget bezard két egyenes egyikén (2. dbra).

2. dabra

A fentiekbdl kovetkezik, hogy ezeknek az egyeneseknek minden, a F-t6l kiilonb6z6 pontja a mértani helyhez tartozik,
és ebben az esetben ez a két egyenes adja a vizsgalt mértani helyet (metszéspontjukat kivéve). A tovabbiakban
feltessziik, hogy F' nincs rajta f-en, azaz d > 0.

Tajékozodasul megszerkesztjiik a mértani helynek néhany pontjat. F-en at f-re meréleges e félegyenest rajzolunk,
majd ugyancsak F-en at e-vel (90° — ) szoget bezaro h félegyenest. Egy, a F koriil rajzolt tetszleges k kor messe
h-t H-ban, H vetiilete e-n legyen E. Megrajzoljuk az f-t6l FH tavolsagra levs, f-fel parhuzamos f1, fo egyeneseket:
ezeknek k-val alkotott metszéspontjai a kivant tulajdonsaguak (3. abra).



3. dbra

A kapott pontok alapjan azt sejtjiik, hogy a vizsgalt mértani hely hiperbola, melynek F' az egyik fokusza, és e
a valos tengelye. Hogy ezt bizonyitani tudjuk, meghatarozzuk el6szor a sejtett hiperbolanak a valés tengelyén levs
pontjait és a masik fokuszat. Jeloljik ezeket A-val, Ai-gyel, Fi-gyel és a hiperbola centrumat O-val, legyen tovabba

OA = a, OF = c (4. ébra).
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4. dbra

Ekkor AF =c—a; A1 F =c+a; A és f tavolsdga d+a — ¢; Ay és f tavolsdga a + ¢ — d. Mivel A és Ay a mértani

helyhez tartozik:

Mc—a)=d+a—c,
Mc+a)=—-d+a+ec

E kettd Osszegébdl kapjuk, hogy a = Ac, ezt az elsGbe helyettesitve
d d dA dcosa

C= ———— = ———— ag = = ——
1-22  sin?a’ 1-— X2 sina

adodik.

Sejtésiink igazolasahoz ezek szerint azt kell megmutatnunk, hogy ha egy tetsz6leges P pont f-t6l mért tavolsaga a
F-t6l mért tavolsaganak a A-szorosa, akkor |PF — PFy| = 2a. Legyen PF = r; PF; = R; a PFF; haromszog F-nél

levé szdge o, ebben a haromszégben a cosinustétel alapjan

(1) R? =72 +4¢% — 4ercos .



Legyen P vetiilete f-en Q, a FFy egyenesen T, akkor F'T = |rcosy|. Ha PQ = Ar. Ha P és F az f ellentétes oldalan
van, akkor ¢ hegyesszog és

FT =d+ PQ,
rcosy =d + Ar,
ha pedig P és F az f azonos oldaldn van, akkor
rcosyp =d — Ar,

hiszen ¢ < 90° mellett FT = d — PQ, ¢ > 90° mellett F'T = PQ — d. Legyen ¢ értéke az els6 esetben (—1), a
méasodikban (41), ekkor

(2) rcosyp =d— eAr.

Ennek alapjan

d
02—crcos<p_c(c—d+a)\r)_c<m—d—€/\r> =

d)\? d\
‘C<m+m) = (m “’”) =alaen),

amit (1)-be helyettesitve kapjuk, hogy
R? =12 + dera + 4a® = (r + 2¢a)”.
Ebbél € = 1 mellett R = r + 2a kovetkezik, e = —1 mellett kdzvetleniil csak annyit mondhatunk, hogy
R =|r —2al.

Azonban R+ r > 2¢ > 2a, tehat R > 2a — r, igy csak R = r — 2a lehet.

Ezzel belattuk, hogy a vizsgalt mértani hely pontjai rajta vannak a F, Fy fokuszt, A, A; cstcestu hiperbolan.
Forditva, ennek a hiperbolanak minden pontja a mértani helyhez tartozik, hiszen ha R = r + 2¢ a, akkor a fenti
atalakitassal kapjuk, hogy (2) teljesiil, amib&l PQ = Ar kovetkezik.

A kapott hiperbola képzetes tengelye

b=+vc*—a?= d = =atga
V1—=X2 sina ’
az aszimptotak tehat o szoget zarnak be a valos tengellyel. Igy az egyik aszimptotat megkapjuk, ha a tajékozodasban
hasznalt h egyenes f-fel valo Hy metszéspontjaban merélegest emeliink h-ra, a képzetes tengely pedig az F Hy szakasz
lesz.

Megjegyzés. A mértani hely egyes pontjait a kdvetkezs eljarassal is kaphatjuk. Valasszuk ki f-nek tetszés szerinti
U pontjat az elsirt korrel valo (egyik) metszéspont céljara, ekkor az U-n atmend, f-fel a szoget bezard két egyenes,
u1, ug lesz egy-egy megfelels kor U-beli érint&je — amely az egyenes és kor metszésénél levs szog értelmezése szerint a
kort a szog masik szaraként képviseli. Tovabbmenve a kor kdzéppontja egyrészt az u;-re, ill. ug-re U-ban allitott nq,
no merdlegesen lesz, mésrészt az FU har m felez6 merdlegesén (5. abra).

5. dbra



Ebbél az is adédik, hogy U minden helyzetében FU felez6 mer6legesén két pontja van a mértani helynek, kivéve
ha az FUy, FUyo egyenes 90° — « szoggel hajlik f-hez (vagyis parhuzamos pl. u;i-gyel), ekkor egy pont van rajta. A
felez6 merdlegesnek ez a két helyzete parhuzamos a hiperbola egy-egy aszimptotéjaval, a megfelel6 ng, ngy egyenes
pedig maga a két aszimptota, és metszéspontjuk a hiperbola kézéppontja. Ekkor ugyanis
d _ FUy d

- és FO = — = —
sin av sina  sin

FUy =

a )
ami a fentiek szerint a ¢ excentricitas. — Igy a hiperbola minden pontjat két kiilonbozé U-bél kapjuk meg.

II. megoldas. Tovabb hasznaljuk az I. megoldés jeloléseit, és azt az eredményt, hogy azoknak a P pontoknak a
mértani helyét kell meghatédroznunk, amelyeknek az f egyenestsl mért ¢ = PQ tavolsaga egyenls a F' ponttol mért
r = PF tavolsdguk A-szorosaval, ahol A\ = cos «, azaz amelyekre

t=ANr=r cos a.

Vélasszuk meg tugy a koordinata-rendszert, hogy az z tengely pozitiv irdnya megegyezzék a F-bél indulod, f-re
merdleges e félegyenes iranyaval, az y tengely pedig f legyen. Ezek szerint F' koordinatai: F'(—d; 0). Egy tetsz6leges
P(z, y) pontra

tzl!El, r= ($+d)2+y2,

P tehat akkor és csakis akkor tartozik a vizsgalt mértani helyhez, ha koordinataira
] = A/ (@ +d)° + 42
teljesiil. Mivel mindkét oldalon pozitiv szam 4all, egyenletiink ekvivalens az
(3) :1:2:)\2{(3:+d)2+y2}
egyenlettel, amelybdl rendezve és tejes négyzetté kiegészitve, a d > 0 feltétel mellett az
\2d
(1—a2)° <:1:

2
1_A2> =) 1
NP2 Z

egyenletet kapjuk. Ez hiperbola egyenlete, centrumanak koordinatai

A2d d cos’a 0
xro = = 7 = 5
0T 1N sin’a vo
valos tengelye az x tengely, és paraméterei a szokasos jeloléssel
Ad d cosa b d d
a = = , = = 3
1-X sin®a V1-2X2 sina

c=vVa2+b? = d :—d2 =d+ o,

1—-X2  sina

a
tehat egyik fokusza a F pont. Mivel — = tg «, eredményiinkbdl az is leolvashatd, hogy az aszimptotak a valds

tengellyel o nagysagu szoget zarnak be, és konnyen lathaté az I. megoldasnak az az eredménye is, hogy a F' pontnak
az aszimptotakra esd meréleges vetiilete rajta van f-en.

Ha d = 0, akkor (3)-bdl az
(1= X2 =\,
VIR Je] = - Jy

egyenletet kapjuk: ez két egyenes egyenlete, melyek atmennek az origbén, a tengelyre tiikrozve egymasba mennek &t,
és irdnytangensiik abszolut értéke

1

X\/l—)\Q =tg a,
tehat az = tengellyel bezart szogiik a.

III. megoldas. Ismét az [. megoldasbeli jeloléseket hasznéljuk és feltessziik, hogy d > 0 (a d = 0 esetben a 2. abra
mutatja a megoldast). Vegyiink fel tetszSlegesen egy k kort, mely eleget tesz a feladat kovetelményeinek, és invertaljuk
a F pont koriili tetszleges korre, inverzét jeloljiik &'-vel, f inverze pedig az f'-vel jeldlt, ¢ sugara kor legyen (6. dbra).



Sorrend: alapkar

F £ a, (adva).

alaplor (vdksztva); -
A-s A, BB}
FAB= FAB=£10,q;
q cos o, Kes

k' (vdlasztva), C,0';
C>C, D-D;
k=FCD, P. Vagy:
kn es fin E, G;
ELE, GG;
k=FEG.

A=A

6. dbra

Ekkor k' is o szdg alatt metszi f'-t. Az ilyen tulajdonsagt k' egyenesek azonban érintik az f’-vel koncentrikus,
qcosa sugart k(, kort. Legyen kj inverze ko, akkor a k kor — barhogyan is vettiik fel — érinteni fogja ko-t. Méasrészt,
ha egy F-en athalado6 k kor érinti ko-t, akkor inverze érinti k(, azaz « szog alatt metszi f'-t, és igy k is a szog alatt
metszi f-et.

Keressiik tehat azon korok koézéppontjainak mértani helyét, melyek F-en atmennek, és kg érintik. Jeloljik kg
kozéppontjat Fi-gyel, sugara legyen 2a, akkor a mértani hely minden P pontjara

|PF — PFy| = 2a,

a mértani hely tehat hiperbola, melynek két fokusza F' és Iy, valos tengelyének hossza 2a.



