I. megoldas. a) Ha a P pont tavolodik az adott e egyenesen az A pont e-n levé Ag vetiiletétsl, a BP Ay sz0g
egyre kisebb lesz, a BP egyenes egyre jobban megkozeliti a B-n at e-vel parhuzamosan huzott f egyenest (1. abra).

1. dbra

Az egyenl6 szarat APR héaromszog P-nél levs szoge is egyre kisebb lesz, az AR alapon levé szogei pedig 90°-hoz
tartanak. Az AR egyenes igy egyre kozelebb lesz az A-n d&tmend, e-re mergGleges g egyeneshez. Ezek alapjan azt varjuk,
hogy R hatarhelyzete az f és g egyenesek Ry metszéspontja lesz.

Sejtésiinket a kovetkezd moédon mondhatjuk ki pontosan: tetszéleges € > 0-hoz van olyan d, hogy minden olyan
P pontra, melyre AgP > d, teljesiil, hogy RoR < . Ezt fogjuk bizonyitani, el6bb azonban a PR, AR egyenesekre
vonatkozé allitasainkat latjuk be. Feltehetjiik, hogy A és B kiilonb6z6 pontok, ellenkezd esetben ugyanis P minden
helyzeténél az A, B, R, Ry pontok azonosak; tovabba azt is, hogy B nincs rajta e-n.

b) Az, hogy a BP egyenes tart f-hez, esetiinkben pontosabban azt jelenti, hogy tetsz6leges w > 0-hoz van olyan
d, hogy ha AgP > d, akkor a BP és f egyenesek szoge kisebb w-nél, azaz a BP egyenes a B ponton atmend, f-fel w
szOget bezard fi, fo egyenesek kozti csucsszog-tartomany belsejében halad (természetesen w < 90°; 2. abra).

2. dbra

Az f; egyenesek e-vel alkotott metszéspontjat Fj-vel jelolve (i = 1, 2), a PB egyenes akkor és csak akkor halad az
f1, fo egyenesek altal létesitett szogtartomanyok koziil az f-et tartalmazoknak a belsejében, ha P az e egyenesnek az
Iy Fy szakaszon kiviili félegyenesein helyezkedik el. Legyen d az AgFy, AgFs tavolsagok koziil a nagyobbik, ekkor az
AP > d egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy P kiviil van az Fy Fy szakaszon, hiszen az Fy Fy szakasz egyik pontja sincs
Ap t61 d-nél tavolabb. d-nek ez az értéke tehat megfelels, ezzel a BP egyenesre vonatkozo allitasunkat bebizonyitottuk.

¢) Az AR egyenesre vonatkoz6 allitdsunkat hasonldan fogalmazhatjuk meg pontosabban: tetszleges w hegyesszog-
h6z van olyan d, hogy ha AgP > d, akkor az AR és g egyenesek kozti szog kisebb w-nal.

Valasszuk az wq, we, hegyesszogeket egyeldre tetszblegesen; lattuk, hogy van olyan d;, hogy ha AgP > d;, akkor a
BP és f egyenesek szoge (ami egyenls BP és e szogével) kisebb wi-nél. Hasonléan van olyan ds, hogy ha AgP > ds,
akkor APAg<( < wo. Ha marmost AgP a dy-nél is, ds nél is nagyobb, akkor APR< < wi + wo, hiszen az APR szig az
RPAy, AP Ay, szogeknek vagy az Osszegével vagy a kiilonbségével egyenls (aszerint, hogy A és B az e-nek két oldalan
vagy ugyanazon oldalan van), igy nem lehet nagyobb e szogek Osszegénél. Ha pedig APR<( < w1 + wa, akkor

1
PAR< = 90° — S APR< > 90° — w1 ;Lw?.

Az AR és g egyenesek kozti sz0g nem lehet nagyobb, mint annak a két szognek az Gsszege, amelyek koziil az egyik az
AP és e egyenesek szoge, a masik pedig §APR<I, amennyivel a PAR< 90°-nal kisebb. Igy az AR és g egyenesek kozti

sz0g kisebb, mint
w1 +wa 3wi + we

2 2
Ha tehat wi-et és wo-t egyenlének valasztjuk w/2-vel, akkor ez a szog kisebb w-nél, hacsak AgP > d, ahol d =
max(dl, dz)

Bizonyitasunk kozben lattuk, hogy d-nek ez a valasztasa azt is biztositja, hogy a BP, f egyenesek szoge kisebb
legyen wi-nél, tehat ez a szog is kisebb w-nal.

w1 +




d) Rateériink sejtésiink bizonyitasara (lasd 2. bekezdés). Legyen ¢ tetszSleges pozitiv szam, és jeloljik az RygA, RoB
félegyenesek kozti szog felezjét h-val, Q pedig legyen h-nak e szogtartoméanyon tuali részén az a pont, melyre RoQ = ¢
(3. &bra).

3. dbra

(Ha A vagy B azonos Rp-lal, h-t az f és g egyenesek két szogfelezGje koziil tetszblegesen vélaszthatjuk.) Jeloljik
az AQ, BQ egyeneseket g1-gyel, illetve fi-gyel, és legyen fo az fi-nek f-re, go pedig gi-nek g-re vonatkoz6 tiikkorképe.
Legyen wq, az f1 és f, wa, a g1, és g egyenesek kozti sz0g, és w az w1, we szogek koziil a kisebbik, és valasszuk meg w-hoz
d-t a c¢) pont szerint. Eszerint ha AgP > d, akkor a BR és f, valamint az AR és g egyenesek kouzti sz0g kisebb w-nal,
BP tehat fi és fo kozott, AR pedig g1 és g2 kozott halad. Az AR, BP egyenesek R koz0s pontja tehat az f1, fo és
a g1, g2 egyenesek altal meghatarozott szogtartomanyok belsejében van. Megmutatjuk, hogy ha R e szégtartoméanyok
kozos részének tetszéleges pontja, akkor RRy < ¢, allitasunkat ezzel bebizonyitjuk.

Jeloljiik az f;, g; egyenesek metszéspontjat QQ;;-vel, a () cstcst és f, g tengelyt T téglalap cstcsait pedig ng—vel
(Q11 = Q1 = Q). Az fo, g2 egyenesek a Q5, Q5 csticsokbdl T belseje felé indulnak, igy metszéspontjuk, Qoo is T
belsejében van. Mivel Q12 a Q),Q22 szakaszon van, Q12 is T belsejében van, hasonlé modon kapjuk, hogy Q21 is T'
belsejében van, tehat a QQ12Q22Q21 négyszog T belsejében van, T pedig az Ry kozéppont, € sugard kor belsejében,
igy a QQ12/Q220Q21 négyszog pontjainak Ro-t6l meért téavolsiaga kisebb e-nal. —

Ezt akartuk bizonyitani.

Préhle Tamds (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., IV. o. t.)
dolgozatat felhasznalva kiegészitésekkel

II. megoldas. Viélasszuk derékszogi koordinata-rendszeriink x tengelyenek az e egyenest és legyenek adott pont-
jaink koordinatai: B(0, b) — ahol b > 0 — és A(d, a), tovabba P(z, 0). Igy PA = \/(z — d)? + a2, és R koordinatai:

by/(x — d)? + a?
xy/(x — d)? + a?
Nz
A koordinatdkat megadd két fiiggvénynek a végtelenben vett hatarértéke — amennyiben mindkett6 létezik — megadja

a kérdéses hatarhelyzet megfelel§ koordinatait.
Az atalakitassal adodo
1——]1 +1 -
X X
b- 5

< b)
1+ =
x

kifejezésben a d/x, a/xz, b/x hatarértéke (a plusz végtelenben és a minusz végtelenben egyarant) 0, igy a gyok alatt a
szamlalo és a nevez$ hatarértéke egyarant 1, hanyadosuknak és négyzetgyokének hatarértéke 1, ezért yr hatarértéke
létezik, és

yr = PA-sin BPO< =

ztr = — PA-cos BPO<1< =x —

Yr =

oD YR =



Hasonléan, a szamlalé konjugaltjaval bévitve, majd a legutébbihoz hasonlé meggondolas-sorozattal

(Va2 + %2 — \/(z — d)? + a?) z(2? +b? — (z — d)? — a?)
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a nevez6 hatarértéke 2, a szamlaloé 2d, és igy
lim zp =d.
Tr—r+00
Minthogy mindkét hatarérték létezik, azért a keresett hatarhelyzet is létezik, és koordinatai (d, b), tehat a ha-
tarhelyzet az A-n at az y tengellyel és B-n at az x tengellyel parhuzamosan hizott egyenesek metszéspontja, az 1.
megoldasbeli Ry pont.
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