I. Keresniink kell annak sziikséges és elegends feltételét, hogy a # 0 esetén az f-nek az x és 2t — x helyeken felvett
értékeibdl képezett kiilonbség — ami tetszés szerint megvalasztott ¢ esetén ugyancsak fliggvénye x-nek — azonosan 0
legyen. Jeloljiik ezt a fliggvényt D(x)-szel és alakitsuk a pozitiv egész n-ekre ismeretes

u" — 0" = (u—v)(u" T U P a0 R T

azonossag felhasznalasaval az alabbiak szerint. uw = z és v = 2t — x esetén u — v = 2(x — t), célszert lesz ennek felét
atmenetileg egy betivel jelolni, legyen v —t =z, igyx =t +28és 2t —x =1t — 2.

D(z) = a{z* — (2t — 2)*} +b{2® — (2t — 2)®} + c{2® — (2t —2)*} + d{z — (2t — 2)} =
=2az{(t+ 23+ (t +2)%(t —2) + (t+ 2)(t — 2)* + (t — 2)3}+
+2b2{(t+2)? + (t+2)(t —2) + (t — 2)}*+
+2cz{(t+2)+ (t—2)}+2dz =
= 22{4a(t® +t2*) + b(3t* + 2%) + 2¢ct +d} =
= 22{(4at + b)z? + (4at® + 3bt> + 2ct + d)} =
=2(z — t){A(z — t)> + B},

ahol
A=4dat+b és B =4at®+ 3bt> + 2ct + d.

II. Ha méarmost a kivant tulajdonsagt ¢ szam létezik, akkor minden z-re D(z) = 0, és ugyanez all a D(x) utolso
alakjanak A(x —t)? + B = D;(x) tényez6jére, hiszen az el6tte allo (z — t) tényezd csak az x = t helyen tiinik el, ami
pedig a kérdésben érdektelen, ekkor ugyanis 2t — z = x.

D1 (x) azonos eltiinésébdl kovetkezik, hogy A = B = 0. Ugyanis A # 0 esetén D1 () legfoljebb két = —¢ érték esetén
valhat 0-va; ha viszont A = 0, akkor D1 (z) = B, ezért B = 0. Eszerint ¢ létezésének sziikséges feltétele A = B = 0. Az
elsbdl a 0 feltevéssel meghatarozhato a kérdéses t = —b/4a szam és ezt a B = 0 feltételbe behelyettesitve megkapjuk
az allitasbeli feltételt:

1

(2) B = ——(—b*+ 3b® — 8abc + 16a’d) =

B b3 — dabc + 8a’d B
~ 16a2 B

8a? 0,

hiszen a szamlaloban éppen (1) bal oldala all.

III. Megmutatjuk, hogy a feltétel elegendd is, (1) teljesiilése esetén megadhato olyan ¢, hogy minden z-re f(z) =
f(2t — x). Valoban, t = —b/4a mellett egyrészt A = 0, masrészt (2) szerint B = 0, tehat Dq(z) = 0, és f(x)
szimmetrikus menet.

Ezzel a feladat mindkét allitasat bebizonyitottuk.
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Megjegyzés. A versenyzsSk észrevették az eredeti kitiizésbeli elGjelhibat — az orosz és angol szévegben nem volt hiba
—, valamint a sziikséges a # 0 kiegészitést.



