I. megoldas. Nyilvanvaléan k > 3, igy az R, ri és a szabalyos k-szog ai oldalanak fele altal alkotott derékszogd
haromszoghdl

™
rr, = Rcos —,
k

tehat (R-rel végigosztva) azt kell bizonyitanunk, hogy

—ncos — > 1 (= cos 0),
n+ n

s
n | cos
n+1

Mindkét kiilonbség pozitiv, igy ez az egyenlStlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha a bal és jobb oldalanak
hanyadosa nagyobb, mint 1. Szorzatta alakitassal

(1) (n+1)cos

maés szoval, hogy

s
—cos — | > cos 0 — cos .
n n+1

Vs ™ 7_‘,2
n <cos 1 oo ﬁ) nsin / sin 2n+1 /2
(2) _ n(n+1) n  n+l
™ /2 /2 '
cos 0 — cos sin / sin /
n+1 n+1 n+1

Itt a méasodik tényezd nagyobb 1-nél; hiszen egyrészt
2n+1 1 1 1 1
_— = — — < = - <1,
n(n+1) n+n+1_3+4

ezért

T 2n+1 7/2 /2
—> : > >0,
2 n n+1l n+1

méasrészt mert a sinus fiiggvény a (0, 7/2) nyitott intervallumban monoton névekvs és pozitiv.
(2) els6 tényezGje egyszeriibben igy irhato

n sin x
3
(3) sin nx ’
ahol
7T/2 és 1 O<r< < T
r=—"1"" és1i r<ne < —;
n(n+1) &Y 2’

errdl teljes indukcioval mutatjuk meg, hogy mindig nagyobb 1-nél, ha n természetes szam.
n = 2 esetén, 0 < cos z < 1 alapjan

2sin x > 2sin x cos ¢ = sin 2z,
allitasunk helyes. Feltéve méarmost, hogy az n természetes szamra (3) értéke nagyobb 1-nél, vagyis hogy més alakban

(0 <) sin nx < nsin z, akkor
sin (n 4+ 1)z = sin nz cos x + cos nzsin z < sin nx + sin = <

<nsin z +sin x = (n+ 1)sin =,

tehat a tulajdonsag valoban 6roklsdik (a cosinusok helyett 1-et irva mindkét szorzatot nagyobbal potoltuk).
Ezek szerint (2) mindig nagyobb 1-nél, és ez az el6rebocsatottak szerint egyértelmi a feladat allitasaval.
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Megjegyzés. Also korlatot kapunk cos(w/m)-re, ha (1)-et felirjuk az n 4+ 1 = 4, 5, ..., m értékekre és a kapott
egyenlGtlenségeket 6sszeadjuk. Atrendezéssel
T > (m—3)+3cos 5
mcos — > (m — cos — =m— —
m 3 2’
T 3
—>1-— > 4).
cos — 5 (m > 4)
Jobb a becslés, ha csak azn+1=7, 8, ..., m értékekre szoritkozunk

mcosl>(m—6)+6msz>m—1,
m 6

1
cos — >1— — (m>T1).
m m



Az iskolai fiiggvénytablazatol] 18. tablazata (58. 0.) o/r oszlopanak adatai szerint m > 10-re mér cos w/m >
1—1/2m is all, m > 15-re pedig 1 — 1/3m is.

II. megoldas. Legyen roviden

™ ™ B + 1 ™ ™
= - = azaz n = — n=-—.
n+1 " on ’ o’ B
Ezeket (1)-be beirva, majd 7-vel osztva a bizonyitando6 egyenl6tlenség (csupa megfordithato atalakitassal) igy irhato:
1 1 n+1)—n 1 1
_ R > = — = —
5 Cos « 3 cos 8 o B

1 — cos 1 — cos
a> I}

@) - —

Ha van olyan w, melyre o = kw, 8 = mw (k < m, termeészetes szamok), akkor (4) bizonyitasa a kovetkezs: azt kell
belatnunk, hogy

(O<o¢<ﬁ<g).

1 —cos « 1 — cos
< B

kw mw
Legyen az egységsugart, O kozéppontu kor AgA; ivéhez tartozd koézépponti szog jw (7 =1, 2, ..., m), és jeloljik az
Aj pont vetiiletét az OAg egyenesen Bj-vel, a B;B;_1 szakasz hosszat ¢;-vel (j =1, 2, ..., m).

An

.

\ Acs

A,
A,
A,
Cm Ci
© _— H- A,
0 8n  Bn, 8 B. &
1. dbra

Mivel cos a = OBy, cos 8 = OB,,, azt kell megmutatnunk, hogy (1. adbra):

—1( +c2 + +ci) < —1 (c1 +ca+ +cm)
c c ...tc c c oot Cm)-
kot 2 F me 2
Megmutatjuk, hogy a c¢; szdmok monoton nének:

Cjt+1 > Cj.

Legyen Aj, ill. Aj,1 vetiilete az AjJrlBjJrl, ill. Aij egyenesen Dj, ill. Djfl. Az AijAjJrl, AjlejflAj derékszbgﬁ
haromszogek atfogodja egyenls, az elsének A;i1-nél levs szoge, (j + 1/2) w, nagyobb, mint a masodiknak A;-nél levs,
(j+ +1/2) w nagysagu szoge, tehat e szogekkel szemkozti befogok koziil az elsGé a nagyobb, A;D; > A;_1D;_1, vagyis
cjy1 > ¢j (2. abra).

—_ Aj.;
A;
0;
A
D,
Cjo (]
o ey — P — A,
0] 8. 8; 8.,
2. abra
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Legyen most
1
dj:3(01+62—|—...—|—0j),
ekkor elegendé megmutatnunk, hogy d; < d;41:

cp+cat...+¢ < cg+tcea+...+¢+cim

J Jj+1
(j+1)(61+02+...+0j)<j(01+62+...+6j+0j+1)

Cl+02+...—|—Cj <jCj+1,

)

ami valoban igaz, hiszen a bal oldali 6sszeg minden tagja kisebb c;1-nél. Ezzel bebizonyitottuk (4)-et minden olyan
esetre, amikor 2 raciondlis. Ez pedig feladatunkban fennall, mert a_ "
B 8 n+1
Megjegyzések. 1. Szemléletes értelmezését adjuk (4)-nek. A két oldalon a cos x fiiggvényt abrazoloé gorbe két hiir-
janak iranytangense all, éspedig a (0, 3), ill. (0, «) intervallum f6l6tti K B, ill. KA gorbeiv végpontjait 6sszek6ts haré
(3. abra).

3. dbra

Fogadjuk el a szemlélet alapjan (azaz bizonyitas nélkiil), hogy cos z grafikonja a (0, 7/2) intervallumban konkéav
(alulrél, vagyis az y tengely pozitiv iranyaba nézve), ami azt jelenti, hogy barmely részivének végpontjait 6sszekotve, az
iv a kapott hur f516tt halad. Eszerint, az o pontbeli ordinataegyenes és K B metszéspontjat A’-vel jelolve, a A’ < oA,
igy a KA' egyenes meredekebben siillyed, mint K A, tehat (4) bal oldala valoban nagyobb (kisebb abszolut értéki
negativ szam), mint a jobb oldala.

Angyal Jozsef (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., IIL o. t.)

2. Az elfogadott allitast némileg alatamasztja, hogy barmely x1, zo-re, hacsak

T < < < T
——<x <z —,

2 TR
a cos z grafikonjan az (x1, x2) intervallum f6l6tti iv végpontjait 0sszekots har felezdpontja alatta van az ivnek. Ennek

koordin4atai ugyanis
1 + 2o COS X1 + COS T2

2 7 2 ’

és

xr1 + T2 COS X1 + COS T2 xr1 + T2 To — I1
cos 5 — 5 =cos ——— | 1 —cos 5 >0,

mert mindkét tényez6 pozitiv, hiszen
To9 — T m
2 2
3. Mas alatamasztasa a konkavsagnak: cos x derivaltja, érintGjének iranytangense — sin z, és ez a mondott (0, 7/2)
intervallumban monoton cskken, a gorbe lefelé ,kanyarodik” (a méasodik derivalt: (cos z)” = —cos z < 0).




