I. megoldas. I. Az els¢ allitast a teljes indukcié modszerével bizonyitjuk, az (1) bal oldalan &llo kifejezést s,-nel
jeloljiik. n = 1 esetén s1 = 1/2+1/3+1/4=13/12 > 1, az allitas igaz. Ha méarmost k olyan természetes szam, amelyre
s — 1 >0, akkor k + 1 esetében
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mert az elhagyott tag pozitiv, vagyis az allitas igaz volta atoroklédik k-rol k 4+ 1-re. Ezzel (1)-et igazoltuk.

II. Ugy valasztjuk meg r-et a
1 1
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Osszegben, hogy H, egy adott A szdmnél nagyobb legyen. Ez negativ A esetén r = 1-re is teljesiil. Ha A > 0, feltehetjiik,
hogy porzitiv egész, mert ha nem az, felkerekitjiik a kovetkezd pozitiv egésszé. Ezutan H,-nek 1 uténi részét A — 1
olyan részosszegbdl allitjuk Gssze, amilyen (1) bal oldalan 4ll, az els6ben n-et 1-nek valasztva. Az igy felléps utolsd
tort nevezdjét valasztjuk r-nek. Ezzel a feladat masodik allitasat lényegében mar bebizonyitottuk.

Szemléletesebbé tessziik bizonyitasunkat, kozelebbrsl meghatérozva az A (pozitiv egész) szamhoz tartozo r-et.

H, mondott k-adik szeletében (els6nek az 1 = 1/1-et tekintjiik) az utolso tag nevezs§jét a-val jelolve, ez 1-gyel
nagyobb, mint az el6z6 szeletbeli megfelelGjének, ax—1-nek 3-szorosa, ennélfogva a szelet utolsé tagjanak nevezdje

(2) ap=1, apr=3ar-1+1 (k=2,3,...).
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és a lathato ay, = (3% —1)/2 szabalyszertiséget altalaban igazolja (2), igy az A sorszamu szelet utolso tagjanak nevezdje
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Eddig a hatarig véve a természetes szamok reciprokat, dsszegiik nagyobb A-nél.

Természetesen hasonléan akkor is kijelolhetnénk elegends szamu természetes szadmot, ha mondjuk csak az 1000-nél
nagyobbak koziil valaszthatnank.

III. Az elgirt A = 4,5-et 5-re kerekitve (3) szerint » = 121. Ha viszont észrevessziik, hogy A — Hy = 3, egész szam,
akkor (1)-et 3-szor alkalmazva a (2) rekurziv képlet alapjan n = 2-re, 7-re és 22-re, ezt irhatjuk:

(1+1]+[1+1+ +3]+[1+ +i]+[i+ +i]—H >4.5
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A tovabbiakban csak az (1) allitasra adunk méas bizonyitasokat.

IT. megoldas. (1) bal oldala el6lrsl és hatulrol szamitott k-adik tagjanak osszege (k =1,2,...,n)
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Ilyen par n van, a kozépsS 1/(2n + 1)-nek nem jut par. Igy pedig
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amit bizonyitanunk kellett.

Torok Istvin (Esztergom, Hell J. Banyagép. Techn., IV. o. t.)
Molndr Jozsef (Baja, III. Béla Gimn., II. o. t.)

Megjegyzések. 1. A meggondolas szemléletes megfelelGje a kovetkezs: az y = 1/x gorbének az x > 0 tartomany
folotti ive (alulrél, vagyis a pozitiv y tengely irdnyaba nézve) konvex, barmely részivének minden belsé pontja alatta
van a résziv végpontjait 6sszekotd hurnak.
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Valoban, az [3:1, —] , [:1:2, —] pontokat 6sszekots szels egyenlete (1. abra):
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és igy a har és a gorbe ordinatainak kiilonbsége az x; és xo abszcisszak kozti « pontban, vagyis ha 0 < 1 < x < x9,
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értékharmas esetében lattuk, (5) — ha 2-vel osztjuk — azt fejezi ki, hogy az z-tengely és az 1/x gorbe x1 és xo
abszcisszaji pontjaival meghatarozott trapéz kozépvonala nagyobb, mint a gérbének a kdzépvonalon levé pontjdhoz
tartozo6 ordinata.

Hollosy Gdbor és Garay Barnabds (Sopron, Széchenyi I. Gimn., III. o. t.)

2. Hasonl6 a kovetkezs bizonyitas. Egy félkoriv 4n 4 2 egységnyi atmérdjét egységnyi szakaszokra osztva, az n + k
és 3n + 2 — k részekre oszt6 pontban emelt merGlegesnek a koriv alatti szakasza & = 1,2,...,n esetén kisebb a

kozéppontban emelt mergleges megfelels szakaszanal, ami pedig 2n+ 1; igy a szakaszok négyzetére, ismert tétel szerint
(2. dbra):
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2. dbra

(n+k)(Bn+2—k) < (2n+1)>%
Reciprokukat véve és 4n + 2-vel szorozva ismét (5)-re jutunk:
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