I. megoldas. I. Legyenek az elirt negyedel$ pontok rendre Ag, By, Cy (azaz pl. DCy = 3DC/4). Ezek nincsenek
egy egyenesen, mert az AgBy egyenes benne van a DAB sikban, Cy pedig nincs benne (1. 4dbra), igy ez a 3 pont egy
sikot hataroz meg, jeldljiik ezt Sy lal.

Legyen az Ay BoCy haromszog koré irt k kor kdzéppontja K, ekkor a haromszog csticsaitol egyenls tavolsagban levs
pontok mértani helye a K-ban S,-ra allitott g meréleges, ezért a keresett G gémb O kdzéppontja g-n lesz, G-nek az
S-en valé O érintési pontja pedig g-nek az ABC = S alapsikon levs g’ vetiiletén lesz. Amennyiben G létezik, a k kor
mindenesetre rajta van G-n. (¢ nem merdleges S-re — csak akkor lenne merdéleges, ha Sy parhuzamos lenne S-sel, ez
azonban nem &ll, hiszen pl. Ay és By mas-més tavolsagban van S-t6l —, ezért ¢’ nem pont.) g’-t meghatérozza g-nek
(S-en valo) H doféspontja és K-nak K’ vetiilete. (H létrejon, mert g nem parhuzamos S-sel; akkor lenne parhuzamos
vele, ha Sy mer6leges lenne S-re, vagyis ha Ag, By, Co-nak S-en levd vetiilete egy egyenesbe esnék, ez viszont nem all
fenn, mert e harom vetiilet az ABC szabalyos haromszog koré irt kornek rendre a D' A, D'B, D'C sugarén van — ahol
D' a D csucs vetiilete — és annak rendre els§, masodik, harmadik negyedels pontja.)

Mindazok a gémbdk, amelyek ¢’ valamely pontjaban érintik S-et és kozéppontjuk a g-n van, paronként egymas
képei abban a H centrumt kdzéppontos hasonlésdgban, melynek aranymutatéja egyenld sugaraik ardnyaval. A g'-n
atmend minden egyes sik (S-et kivéve) G-b6l — és barmely az imént mondott gémbbdl is — kort metsz ki, és ez érinti
g'-t, kozéppontja O-nak — ill. a gémb kozéppontjanak — a metszd sikon levd vetiilete. Valasszunk tetszés szerint egy
ilyen S; sikot és egyet a mondott gombok koziil, legyen ez (a G-t6l kiilonb6z6) G*. Ekkor a G-bol és G*-bol S, altal
kimetszett k¢, k; korok is egymas képei a H centrumu, R:R* aranymutatoja (R, R* a gombok sugarai) kézéppontos
hasonlosagban, Ky, K| kozéppontjuk g-nek S;-n levé g, vetiiletén van (amely természetesen atmegy H-n, 2. dbra).

o

Ezek alapjan a kovetkezs lépésekben kapjuk G-t. Si-nek (pl.) az elirt Cp-on atmend sikot vélasztjuk, g-nek egy
tetszés szerinti K pontja koriil a g'-t érinté & kort frunk, ezt metssziik a HCy egyenessel a Cg', C3? pontokban;
(feltéve, hogy ezek létrejottek) Co-on &t parhuzamost hizunk Cj' K -gal és C32 K[ -gal, ekkor a gi-n kapott K1, Ko
metszésponton at S;-re (méas szoval a g, g¢ sikban gi-re) allitott merdleges g-bol kimetszi a keresett G1, G2 gbmb O,
ill. O, kézéppontjat, a gomb sugara pedig természetesen ennek S-t6l (més szoval ¢g'-t61) mért 0107, ill. 020j tévolsaga
(3. &bra).



3. dbra

IT. A feladathoz fiiz6tt megjegyzés értelmében g az Ay By és ApgCy szakaszok felezé mer6leges sikjanak metszésvona-
la. Egy-egy ilyen sikot a szakasz két felez6 merdleges egyenese hataroz meg, pl. Ao Bg-€ egyrészt Sp-ban, masrészt egy
az ApBp-on atmens, Cp-t nem tartalmazé sikban. (A sik két metsz6 egyenese egyenértéki a sik 3, nem egy egyenesen
levé pontjaval.)

Hasonloan kaphatjuk a g-re H-ban emelt meréleges sikot (g-n egy H kozept szakaszt kijelolve), ennek S-sel valo
metszésvonaldra H-n 4t (S-ben) allitott merdleges megadja g'-t. A tobbi mondott szerkesztést egy-egy sikban végeztiik.
(Sikbeli szerkesztéseknél nem szoktunk kiilénbséget tenni a megengedett lépések elvi felhasznalasa, és azok korzével
— vonalzoval valo végrehajtasa kozott. Térbeli szerkesztéseknél azonban — mivel a megfelel§ eszkozok hidnyoznak — a
szerkesztés leirdsa csak a megengedett 1épések alkalmas sorrendjét adja meg, és nem szolgal valamilyen szerkesztési
eljaras vazlataul.)

III. Eredményiink helyes voltanak bizonyitasaban csak azt kell belatnunk, hogy G; (i = 1, 2) atmegy Cp-on, hiszen
akkor atmegy Ag-on, Bo-on is. Ehhez megjegyezziik, hogy Ky;-nek ¢g'-n levé vetiilete éppen O). Ugyanis ¢'-re 0,0}, is,
O, Ky; is merdlegesen all — utébbi azért, mert merdleges a g'-t tartalmazo Si-re —, igy az O;0;Ky; sik s vele az O, Ky;
egyenes merdleges g'-re.

Legyen K;-nak ¢’-n levé vetiilete, azaz k; és g’ érintkezési pontja K’ ekkor szerkesztésiink szerint CoKy;O) a
haromszog a Cg' K K} haromszog képe a H centrumi, HCy: HC}® ardnyu kdzéppontos hasonlésagban. Igy C3 K =
K/'K; alapjan CoKy; = O.Ky;, vagyis Cp rajta van a K; kozéppontt, KO} sugart koroén, ami pedig Gi;-nek Si-vel
val6 metszésvonala. Ezt akartuk bizonyitani.

IV. G; létezése és a megoldasok szama azon mulik, hany kozos pontja van a HCy egyenesnek ky-vel. Amennyiben
az AgBoCy haromszog koré irt k kérnek volna pontja az S-sel kettévagott tér D-t nem tartalmazé felében, akkor a
feladatnak nem volna megoldasa. Esetiinkben — mint a II. megoldasban majd latjuk — feladatunknak két gémb tesz
eleget.

Baintner Liszlo (Budaoest, Teleki Blanak Gimn., IV. o. t. )
dolgozata alapjan, egyszertsitésekkel és kiegészitésekkel

Megjegyzés. Egyszeriibb, de az eredeti adatok felhasznalasatol jobban eltavolodd meggondolés a kdvetkezs. Keressiik
meg a fenti k-nak My, Ms metszéspontjait a g, ¢’ sikon. Ekkor a ¢'-t érint6 és Mi-en, Ms-n dtmend kor, ami hasonlosagi
transzforméacioval ismert modon megszerkeszthets, hacsak M, My mindegyike ¢’-nek ugyanazon oldalan van, G-nek
egy f6korét adja meg. A mondott két pontot ugy kapjuk, hogy a mondott sikban K-n at merdlegest allitunk g-re és
erre mindkét irdnyban felmérjiik k-nak K Ay sugarat (4. abra).

M,

4. dbra

IT. megoldas. Konnyt megszerkeszteni az O gémbkozéppontnak az S alapsikon levé O’ vetiiletét, a gdmb érintési
pontjat. A fenti jeloléseket tovabb hasznélva messe AgBy az AB egyenest E-ben, A¢Cy az AC-t F-ben. Ekkor EO’
érintGje, EAg pedig szelGje annak a kornek, amelyet a G-b6l az AqgBoO’ sik metsz ki, ezért EO’ hossza egyenls az E Ay,
E By szakaszok mértani kézéparanyoséaval. Hasonléan FO’ = \/FAg - FCy, és igy E, F koriil EQ', ill. FO' sugart kort
frva, kozos pontjuk O'.



Ezutan O-t az O’ Ag szakasz felez6 merdleges sikja metszi ki az S-re O’-ben allitott meréleges egyenesbél. (Ezzel
megkapjuk a gobmb OO’ sugarét.)

Ugyes egyszertisitésekkel a szerkesztés S-beli részét egyetlen abran beliil végrehajthatjuk, a kiilsé pontoknak S-en
levs vetiiletét a pont jele mellé tett vesszovel jeloljik (5. abra).

5. dbra

E-t nyilvanval6an megadja AB és Ay B(, kozds pontja, de megkapjuk gy is, hogy az ABD haromszdget AB koriil
ugy forditjuk bele S-be, hogy D a C-be jusson. Ekkor Ag-nak, Bo-nak (Ag)1, (Bo) Gj helyzete C' A-nak elsd, ill. C' B-nek
masodik negyedels pontja, és E-t kimetszi az (Ag)1(Bo) egyenes. Azért célszeriibb ez, mert igy az F A, EBy szakasz
E(Agp)1-ben, E(Bp)-ban mindjart valodi nagysagban latszik. Meértani kozepiiket tgy szerkesztettiik, hogy vettiik az
ET; érint6t az Aj kozepd, A-n atmend korhoz. (Az olvasora hagyjuk annak belatasat, hogy ez a kor atmegy (Ag)y és
(Bo) mindegyikén.)

Hasonloan, az AC'D haromszoget az ACB helyzetbe leforditva az AqCy egyenes 0j, (Ap)2(Co) helyzete kimetszi
AC-b6l F-et, és az igy valodi nagysigban latszo F'Ag, F'Cy szakaszok mértani kozéparanyosa az az F'Ts érints szakasz,
amit az AC szakasz els6 negyedel6pontja koriili, (Cp)-on dtmend kérhoz huztunk F-bol. A fent mondott két kor kozos
pontjai 07, Oj. (Létezésiik mutatja, hogy 2 megoldas van; megjegyezziik csupan, hogy ha a fenti k kor ttlnytlna az
S sikon, akkor a két kérnek nem lenne koézos pontja.)

Megszerkesztettiik Abrankon az O’ -ben érint6 G; gomb sugarét is, az O] 01 Ay siknak O] Aj koriil a rajz sikjaba valo
beleforditaséval. Ehhez Ag-nak S f6lotti A Ao magassagéit az AAgAj haromszognek S-be, az A(Ag)s A helyzetbe for-
ditasdval kaptuk, (Ap)s az Aj-ben AfA-ra allitott meréleges és az A koriili, AAg = A(Ap)2 sugart kor metszéspontja.
Ezt A koriil raforditva az Aj-ben O] Aj-re allitott merdlegesre, kaptuk Ag-nak az O] A[) tengely koriil S-be forditott
(Ap)4 helyzetét, végiil az (Ag)40] szakasz felez6 merdlegesével az O}-ben O] Aj-re allitott merdlegesbdl kimetszettiik
O;-nek S-be atforditott (Oy) képét. Igy Gy, sugara O} (0y).

Megjegyzések. 1. Az EF egyenes S és Sy metszésvonala, e koriil az AgBoCp haromszoget S-be forditva megkapjuk
valodi nagysagat: (Ao)s(Bo)s(Co)s. (Ap)-nak EF-t6l valé tavolsaga annak a derékszogi haromszognek az atfogoja,
melynek egyik befogoja Ap-nak fent megszerkesztett magassiga, masik befogoja pedig Aj-nek EF-t6l valo tavolsiga.
(K-nak (K)s beforditott helyzete természetesen az O] 0% egyenesen van, ami az I. megoldésbeli ¢’ egyenes. Szemlélet
szerint CoAg = CyBy, de ez enélkiil is konnyen belathaté. Ez megkonnyiti k& sugaranak kiszamitasat. Néhany, az L.
megoldas szerint haladé dolgozat, erre tamaszkodva mutatta meg, hogy k nem nyulik at S tilsé oldalara.

2. Az 1. megoldasbeli H pontot is konnyld megszerkeszteni két olyan egyenes metszéspontjaként, amelyet a g-t
meghatarozo felez6 merdGleges sikok metszenek ki S-bsl. Pl. Ay By felezd mer6leges sikja S-et abban az egyenesben
metszi, amelynek egy pontja a szakasz ABD sikbeli felez6 merélegesének AB-n levs pontja (amit a fentiek szerint
(Ap)1(By) felez6 merdlegese is kimetsz), és amely tovabba meréleges AjBj-re. H természetesen szintén az O]O%
egyenesen adodik.



