I. megoldas. Valasszuk agy a koordinatarendszert, hogy origbja a kozos fokusz legyen, és az elsé parabola tengelye
legyen az y tengely. Ekkor az elsé parabola vezéregyenese az y = —p egyenes, egyenlete

?+y’=(y+p)?

(a bal oldalon a fokusztol, a jobb oldalon a vezéregyenestSl meért tavolsag négyzete all), avagy

a?—p
1 - .
(1) Yy o

Az xo ponthoz tartozo érint6é meredeksége a fiiggvény xzo-beli differencidlhanyadoséaval egyenls: o /p, a parabola meg-
felels érintGjének egyenlete:
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ahonnan rendezéssel:
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(2) xox—py—$02p =0.

Mivel a két parabola tengelye meréleges egymasra, a masodik parabola tengelye az x tengelyen van, egyenlete a
fentiekhez hasonléan

(3) r=4 T

(4) —qT Yoy — =5 =

A (2) és (4) egyenletek csak akkor hatérozzak meg ugyanazt az egyenest, ha egyik a masiknak valamely konstans-
szorosa:
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To = —Ag; =P = AYo;
ahonnan a \ konstansra a

P +@FN)A-1)=0

egyenletet kapjuk, és ennek egyetlen valés megoldasa A\ = 1, ekkor ¢y = —¢q, yo = —p, tehat a kodzos érint6 egyenlete:
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(5) qx+py+p T _o.

Feladatunk elsg allitasat ezzel bebizonyitottuk.
Tekintsiik most a két parabola egy-egy érintjét. (2) és (4) alapjan ezek csak akkor merélegesek egymasra, ha

(6) qzo + pyo = 0,

ekkor a két egyenes metszéspontja az

pont, mely rajta van az (5) egyenesen.

Igy tulajdonképpen feladatunk allitasanak a forditottjat lattuk be: a merdleges érinték metszéspontja az (5) alat-
ti kozos érint6n van. A fenti lépéseket forditott sorrendben elvégezve kapjuk a kivant bizonyitast. Az (5) egyenes
tetsz6leges M (x1,y1) pontjahoz valasszuk meg xg, yo értékét ugy, hogy
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teljesiiljon: az igy kapott (2) és (4) egyenesek atmennek M-en és merslegesek egymasra.
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II. megoldas. Megmutatjuk, hogy egy parabola P pontjan atmeng érinté azonos P-nek a vezéregyenesen levs Q)
vetiilete és az F' fokusz kozti F'Q szakasz felez6 merdlegesével. Valoban, az I. megoldas (2) egyenlete altal meghatarozott

Q koordinatéi (zo, —p), az FQ szakasz felezGpontja (50_207 —g),ez rajta van a (2) alatti érintén, és az F'Q) egyenes
egyenlete
pz + xoy = 0,

ez tehat merdleges (2)-re.

Esetiinkben a két parabola tengelyének mergleges volta miatt di, do vezéregyeneseik is merélegesek, és kozos Do
pontjukat véve a mondott tételben Q) szerepére, F' Dis-nek m felez6 merdlegese — ahol F' a két parabola k6zos fokuszat
jeloli — mindkét parabolat érinti (1. dbra).

1. dbra

(Az is kovetkezik innen, hogy m a d; vezéregyenesii parabolat a da-vel valo metszéspontban érinti; a do vezéregye-
nesii parabolat pedig a d;-gyel valoé metszéspontjaban.)

Ha bizonyitas nélkiil elfogadjuk, hogy a fenti Q-t d-n végigfuttatva a parabola minden érint§jét megkapjuk, akkor
az allitds megforditasa igy mondhato ki: a parabola fokuszanak barmely érintére vett tiikdrképe rajta van a vezéregye-
nesen. Ebbdl kovetkezik, hogy két parabolanknak nincs tovabbi k6zos érint6je.

Ismét mas megfogalmazésa a mondott tulajdonsignak a kévetkezs: az F'Q szakasz G felez6pontjabol minden olyan
szakasz derékszogben latszik, melynek egyik végpontja F, masik pedig a ¢ érint6 valamely (G-t6l kiilonboz6) pontja. Es
mivel a G pontok Osszessége a d-nek F-bdl a felére kicsinyitett ¢ képe — a parabola tn. csticsérintGje —, azért tetszéleges
K kiils6 pontbol a parabolahoz htuzhaté érintéknek a c-n lev pontjait az FK atmérSjd Thalész-korrel metszhetjiik
ki.

Eszerint K-t az m kozos érintén béarhol véve, a k Thalész-kor mindig atmegy F'Di2-nek Gpo felezépontjan, ami
egyszersmind a ¢y, co csucsérintSk kozos pontja. Ezeknek k-val valé masodik kozos pontjat Lq, Lo-vel jelolve a K-boél
huzott mésodik érinték kozti szog a keriileti szogek tétele és Thalész tétele alapjan

L1 KLyt = L1GoLo<t = 900,



hiszen a csicsérinték szoge egyenls a vezéregyenesek, valamint a parabolatengelyek kozti szoggel. Az allitdst bebizo-
nyitottuk.
*

A parabola felhasznélt tulajdonsidga megtalalhaté a gimnaziumok III. osztalyaiban az 1967-68. tanév végéig haszna-

latban volt tankbnyvbelﬂ. Ott a parabolat az y = x? egyenlet képeként értelmezték, az érint6t pedig igy: az érint6
a szel6 hatarhelyzete, amikor a szel6nek és a gorbének két metszéspontja egybeesik, és ezekbsl elemezték ki, hogy
a parabola egyszersmind azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyek egy adott ponttdl ugyanakkora tavolsagra
vannak, mint egy adott egyenestsl.

A gimnézium III. osztalyanak jelenlegi tankdnyve viszont a paraboldt a most mondott mértani helyként értelmezi,
az érint6t pedig (burkoltan) ugyancsak a fenti médon, de csak irdnytangensének megallapitasara ad eljarast (differen-
cialhato fliggvényeket abrazold gorbék eseteire); ezért az alabbiakban inkabb elemi tton és koordinatak mellGzésével
bizonyitjuk a parabola felhasznalt tulajdonsagat.

Az FQ szakasz m felez§ merslegesének és a d-re @Q-ban emelt merdlegesnek P metszéspontja parabolapont, hiszen
PF = PQ, és PQ a P-nek d-t6l mért tavolsaga. Eszerint a P kdzépponta, F-en dtmend k kor érinti d-t, éppen @Q-ban.
A parabolanak m-en P az egyetlen pontja, mert m-nek egy P-t6l kiilonb6z6 Py pontjara Py F = P;(@Q, az utobbi viszont
nagyobb Pj-nek d-t6l mért tavolsaganal, hiszen Py nem mer6leges d-re (2. abra).
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2. abra

Ha viszont m-et P koriil elforditjuk az m™ helyzetbe, m*-on van még egy P* parabolapont, vagyis olyan, hogy a
P* kézept, F-en atmend k™ kor érinti d-t egy Q™ pontban. Azt allitjuk, hogy Q* a @ tiikdrképe arra a H pontra nézve,
amelyet az F-bol m*-ra bocsatott merdleges metsz ki d-bél. Messe F'H k-t F*-ban. Ekkor a H-bol k-hoz huzott érint6
és szel6 alapjan HQ? = HF* - HF. a tiikrozés miatt HQ*? = HQ?, tehat HQ*? = HF* - HF, vagyis az F, F*, Q*
pontokon atmend kort d érinti Q*-ban. E kor kozéppontja FF* felez§ merdlegesén van, ami a szerkesztés szerint m™,
méasrészt a Q"-ban d-re emelt merdlegesen, tehat P-t6l kiilonbozs pont (hiszen H, és igy Q* is kiilonbozé Q-tol), ez a
mondott P*.

Ezek szerint m*-ot m felé forgatva, amikor egybeesik m-mel, akkor H és Q* egybeesik Q-val, P* pedig P-vel, tehat
m valéban a parabola érintGje.

Eredményiinkbdl az is kovetkezik, hogy a P-beli érint6 egyszersmind az F'PQ< szogfelezGje, tehat az allitas fel-
hasznalt megforditasa is helyes volt.
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